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1.1. Stopieii i wspolczynniki wielomianu

Zestaw |

1.

6.

Uporzadkuj wielomian w i podaj jego stopien.
a) w(z) =22 —-1+2%—a*—2°

b) w(z) = 2 — 3z° + 725 — 327 — 2

¢) w(z) = %:736 —z? + %TS — —1115 +7

d) w(z) = Voxd — x4+ (1 — \/‘_3) 0

Podaj stopiefi wielomianu w, jego wyraz wolny oraz wspolczynnik przy
najwyzszej potedze zmiennej x.

a) w(x) = —32° + 2% — 6z b) w(z) = 0,8z*+ 3z —1++/3

Zapisz wielomian w piatego stopnia, w ktérym:
a) ag=ag =a1 =0,a3 =ag =0, a5 = a3,
b) a5 =8, an = any1 — 4 dlane {0,1,2,3,4}.

Oblicz wartogcei wielomianu w dla: 2 = -1,z =0ix = 1.
a) w(z) =223 — 22+ 3w+ 1 ¢) w(z) = —2z4 +62% -7
b) w(z) = —8z% + 222 -4 -3  d) w(z)= 0,1252% — 2 + 2,52 + 1,25

Ktére z punktéw: 4, B i C naleza do wykresu wielomianu w?
—32% — 812+ 3245, A (%, 5), B(-2,-1), C(0,—5)

) =
b) w(z) = §T4 +5a% —x— L, A(2,10), B (']‘Zv —~3%), c(-1,-17)

a) w(a

Punkty: A(%,a); B(—-1,0), C’(*Tfé.,c) nalezg do wykresu wielomianu w.
Wryznacz wspolrzedne: a, b i c.

a) w(x) = da? 4 —i?} — &2+ 60 +3

b) w(x) = —33

4 3 2.2 L e
A 2t 2t %a' -1
Oblicz wspolezynnik ¢ wiclomianu w, jesli:
2 ¢ ¢
a) w(x) = x* —ar + 2, w(2) =4,
3 2
b) w(x) = a® — 2a® 4+ a, w(0) = -2,

¢) wla) = ax® — 52?4+ 2, w(l) —w(-1) =

pojLe

1.1, Stopien i wspdlczynniki wielomianu




8. Oblicz wspélezynniki a i b wielomianu w, jesli:
a) w(z) = —22% + 322 + ax + b, w(0) = 5, w(l) = =3,
b) w(z) = az? +2? + ba + 2, w(—3) = 11, w(2) = §,
c) w(z) = z* + az® + bx? — 10, w(2) = —w(l), w(~2) = 16.

Test jednokrotnego wyboru

9. Dany jést wielomian w(z) = v22* + az? + 1 — /2. Jedli spelniony jest

warunek w(\/§) — 4w(1) = 3+/2, to:

Al a:——’g—, C. a:-—%,
B. a=—/2, D. a=+/2.
10. Wielomian w(z) = ——9324_—}— az? + 22 + b spelnia warunki w(l) = —w(-1)
oraz w( ) = —w ( \@). Wiynika stad, ze:
A a=+/2,b=22, C.a=+2b=4,
B. a=2,b=22, D.a=6,b=—4.
11. Do wykresu wielomianu w(z) = 7213 — %JZ‘Z — 2 — 34/2 -+ 6 nalezy punkt:
A. P(-3,6), C. R(3,6v2),
B. Q(3,-6), D. 5(-3,-6V2).
Zestaw I

12. Wyznacz stopient wielomianu w w zaleznosci od wartodci parametru a.
a) w(z) = (a? - Da® — (a+ D+ 1
b) w(z) = 2a(a + 3)a* + az® — 3
¢) w(z) = (a® —4a)a’ + 2+ 1—a
d) w(z) = (a2 +a—2)z%+ (a — 1)a* + (a + 5)z? + 4
13. Podaj wzér wielomianu w trzeciego stopnia, ktérego wspdlezynniki, po-
czawszy od wyrazu wolnego, sa:
a) kolejnymi liczbami parzystymi, przy czym suma wszystkich wspdlezyn-
nikéw jest réwna 36,
b) kolejnymi liczhami nieparzystymi podzielnymi przez 3, przy czym suma
wszystkich wspdlezynnikdw jest liczba dwueyfrowa V\flﬁlxbécl od 70.

1. Wielomiany

14. Dany jest wielomian w(x) = ag + a1z + ... + anz™.

a) Wyznacz w(l) i w(—1).

b) Oblicz sume wspdlezynnikéw wielomianu w przy parzystych potegach
zmiennej z, wiedzac, ze jego stopiefl jest parzysty oraz w(l) = —8
iw(—1)=2.

15. Oblicz sume wspolezynnikéow wielomianu w.

a) w(z) = (22 + 3z — 5)3 (22 — 6) — 2% + 3z

b) w(z) = (5u® — 323 — 4a + 1)10

1.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianow

Zestaw |

1. Wyznacz sumg f + g oraz réznice f — g wielomianéw f i g.
a) f(x) = 228 — 22 4 32° + 2, g(m) =3 — 225+ 22 -6
b) f(z) =3z +22° — a8+ 72? + 2, g(z)=4a® -2 + 2% - 32°
c) fz) =0,75a5 + 22 — 0,1250¢% + 2,5, g(z) = 322 — La® + 324 — §

2. Wyznacz wielomiany u(x) = 3f(z) +4¢g(x) i w(z) = 1,59(z) —0,5f () + 1.
a) flz) =2 =328 +z, g(x)=—22*—42°+6
b) f(z) = —62° + 4z* — 222, g(x) = 52® — da* + 62— 3

3. Dane s wielomiany: f(a) = 62° — 5z% — 4, g(a) = —22? — 2 + 3 oraz
h(z) = T2? — 22 — 32°. Wyznacz wielomian w i podaj jego stopiefi.
a) w(z) = f(z) + g(x) + h(z) b) w(z) = —5f(z) +29(x) — h(z)

4. Dane sg wielomiany f(z) = 324 +42° — 1251 g(x) = 5 — 223 + 422 + 525,
Wyznacz wielomian h, jesli:

a) f(2) + h(z) = g(x), ¢) 2h(x) + 3g(x) = f(x),

b) h(z) = 5f(x) = 3g(a), d) 3h(z) — g(z) =5 ().

5. Wyznacz stopieﬁ wielomianu u + w w zaleznosci od parametru a.
a) u(z) =a* —b2?+1, wx)=az®—z—1
b) u(z) = azx® — 22 +6, w(zr)=2"—5x—4

¢) u(z) = (a? — 1)a8 4+ ax* — 3az, w(z)=2*—3z+a—2

1.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianéw
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Wyznacz stopiefi wielomianu v — w w zaleznodci od parametréw a i b.
a) u(z) =azt+22—1, w(x) =0z’ —3z—2
b) u(z) = az® + 2% + 32, w(z)=2bz* +2x—2° -5

9

¢) u(z) =20zt + 22 +3, w(z)=—2bz*—az® Tz

Test jednokrotnego wyboru

7. Dane sa wielomiany f(z) = —+/227 — 42® + 5a? + 2(1 - 3\/2)1 oraz

g(x) = 6+/22 — 5z? + 325 + (\/i - 1)3:7. Jesli w = f+g,todlaz = -1
wielomian w przyjmuje wartosé:

A. -9, B. -1, C. 0, D. 9.

8. Niech u(z) = (a? — 2)2® — 2az® + 8, w(z) = (a* — 4)2° — 3az® + 5. Suma
wielomiandw w i w jest wielomianem trzeciego stopnia dla dwdéch réinych
wartodci parametru a, ktérych iloczyn wynosi:

A —4, B. -2, C. 2, D. 4.

9. Nie istniejg takie wartodei parametrdéw o i b, dla ktérych suma wielomiandw
u(z) = (a? — 9)a8 + (b — 1)z* + 2% oraz w(z) = (b* — V)2 + (a +3)2® +
bylaby wielomianem stopnia:

A. 4, B. 3, C. 2, D. 1.

Zestaw I

10. Na rysunku obok przedstawione sg wykre-

11.

sy wielomianéw f(z) = —z* + 322 + 2 oraz
g(z) = 2% + 322 +z - 3.
a) Niech u(x) = 2f(z)+3g(x). Ktéry z punk-

téw P(~1,—4) i Q(0, —5) nalezy do wy- o //\1 |
kresu wielomianu u? 7 ‘ T

b) Niech w{x) == 3f(x) — 4g(2). Dla jakich AN SR
wartosci a i b punkty A(0,a) i B(1,b) na- N
lezg do wykresu wielomianu w? ’ ! ]

Punkt A(1,—5) nalezy do wykresu wielomianu f(z) = ax® + ba® — bz + 1,
a punkt B(1,0) — do wykresu wielomianu g(z) = bz — 2% + 222 + cx + 2.
Oblicz wspélezynniki: a, b i ¢, wiedzac, ze punkt C(—1,—4) nalezy do
wykresu wielomianu w(z) = 2f(x) — 5g(x).

1. Wielomiany

12.

13.

14.

1

Dane sg wielomiany: f(z) = bz? + ax — 1, g(z) = —az® + 2% + %:c -1

oraz h(z) = 2z — a. Dla jakich wartosci parametréw o i b wielomian
w(z) = L(h(z) + f(z)) — g(x) jest wielomianem zerowym?

Niech f(z) = (a>—1)2%+(1—5a)z®—4a, g(z) = —3az%—az*+1. Dla jakich
wartogci parametru a stopiefi wielomianu h(z) = 2f(z) — g(x) wynosi 5,
a jego wyraz wolny jest liczba dodatnia?

Niech f(z) = (a+ 1)a% — 2% +2* + 2, g(z) = (a — 3)z® + az® + 22* — 1.

Dla jakich wartoéci parametru a stopien wielomianu h(z) = af(z) + g(z)
wynosi 4, a suma jego wspolczynnikéw jest liczbg ujemna?

3. Mnozenie wielomianéw

Zestaw |

Wyznacz iloczyn. Podaj stopieii wielomianu w i wspéiczynnik pray najwyz-
szej potedze zmiennej z.

a) w(z) = 32%(223 + 22 = bz +7)

b) w(z) = (z — 3)(323 + 42% — 2)

¢) wiz) = (2 —z?)(z* + 22% — 6)

d) wlz) = (:133 — $2t 4 ].)(39;2 —6)

e) wz)=(22% -z +1)(223 +x + 1)

f) w(x) = '(2-\/§:L‘3 —a% - 1) (4;23 — V222 + \/i)

Dane sg wielomiany: f(z) = 2% — 2z, g(z) = 22— 3z +1 oraz h(z) = 3—a°.
Wyznacz wielomian w i podaj jego stopieil.

2) w(z) = f() - g(a) + g(x) - h(x)

b) w(z) = (@) - f()

¢) w(z) = [f(2) — g(2)]? — h(z)

Wyznacz wielomiany f(2) = u(x) - w(z) oraz g{z) = 2w(x) — [u(m)]Q
a) u(z) = 2?2 — 5z, w(x) = 23+ 22 42

b) w(z) = 223 —a? +2, w(w)=—5a*+ 2?2 -3

0) u(z)=—-223+222 —x+1, w)=4"—z+2

1.3. Mnozenie wielomianéw.

11
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4. Nie wykonujac mnozenia, podaj stopienl wielomianu w, jego wyraz wolny

1 wspélczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej x.

a) w(z) = (z —2)(z — 5+ 2?) d) w(z) = (x=5)(z-+1)(2—2)

b) w(z) = (3 — 2?)(1 — = + 22?) e) w(z) = (422 — 1)(2 + 3)(1 — z?)
o) wz)= (62> -1)B—z—2% £ wx)=(2%+2)2-22)(22 —4)

Co mozna powiedzie¢ o stopniu wielomianu w, jezeli st(f) = 2, st(g) = 4,

a st(h)=27

a) w(z) = f(z) g(x) h(z)
b) w(z) = f(z)- g(z) + h(z)
c) w(z) = f(z)- hiz) + g(x)

Test jednokrotnego wyboru

6. Dany jest prostopadloscian o krawedziach: z — 4, z +4, 22 — 4, gdzie & > 4.

Objetosé tego prostopadloécianu jest opisana wielomianem:
A. V(z) =2—- 16, C. V(z) = a* — 162% + 16,
B. V(z) = 2 — 64, D. V() = z* - 2022 + 64.

Pole powierzchni calkowitej prostopadloscianu przedstawionego na rysunku
obok, gdzie z > 3, jest opisane wielomianem:

A. P(z) = 142% — 44 + 6,

B. P(z) = 142 — 40z + 4, .
C. P(z) = 1d2? — 40x + 8, 4
o .
D. P(z) = 142? — 362 + 8. 7
o T+2 ®

Zestaw [l

8. Wyznacz wielomian w(z) = f(x) - g(z) + h(z). Dla jakich wartoéci parame-

tru a jest to wielomian stopnia n?

a) f(z) =ax+3, gla)=2>+ax—1, hiz)=2>-32° n=3

b) f(z) =2%+202% -1, g(x)=az® -3, hz)=23z"—22% n=14

¢) flw)=a*?+2~1, g(x)=—2>+ar+2, hx) =d%*—22,n=2
Dane sg wielomiany f(z) = (a — 1)2® + 2 — a oraz g(z) = —2a2? — 1. Dla

jakich wartosci parametru a stopied wielomiauu i(z) = f(x)-g(r) — 2% + 22
jest liczba parzysta?

1. Wielomiany

10.

11.

13.

Dane sa wielomiany: f(x) = a2® + 1, g(z) = 22* + @ oraz h(z) = 523 — a.
Dla jakich wartosci parametru a spelniony jest warunek w(—1) = —8?

8) w(z) = [(z) - () + 9(s) - h(z)

b) w(z) = f(z) g(z) - h(z) —a® -1

Dla jakich wartosci parametréw m i n wielomiany u i w majg takie same
wspolcezynniki przy odpowiednich potegach zmiennej 7

a) u(z) = (22 + 5z — 1)(2? — 2), w(z) = mz* + nad — 622 +z

b) u(z) = (1+z—2)(52° + z +5), w(z) = 6z + 5 — 2?(ma? + nz? — 1)
¢) u(@) = (a1 —m+1)(22° — ), w(z) = (mz? — n)(2® - z)

Punkt A(1,2) nalezy do wykresu wielomianu f(z) = z* + 222 + a, punkt
B(2,2) nalezy do wykresu wielomianu g(z) = ba® - 422 + cx — 2a, a punkt
C(3,440) nalezy do wykresu wielomianu w(z) = % f(x) - g(z).

a) Oblicz wspélegynniki: a, b i c.

b) Wyznacz wielomian w.

Na rysunku obok przedstawiono wykresy wielomia-
néw f i ¢ zmiennej z. Kazdy z tych wielomianéw
jest postaci (2% + az + 3)(bz + 1), gdzie a,b € R.
Odczytaj wspdlrzedne punktéw P i Q i1 wyznacz
wzory wielomianéw f i g.

1.4. Rozilad wielomianu na czynniki (1)

Zestaw |

1.

Roz167 wielomian w na czynniki.

a) w(zr) = 92% — =z b) w(z) = 50334 — 822 ) w(z)=12z% — 272"

Roz16% wielomian w na czynniki.

a) w(z) =2t — 1023 + 2522 g) w(z) = (22 +2z+4)(2®>+62—-7)

b) w(z) = 9z* + 623 + =2 h) w(z) = (322 + 5z — 2)(32% + 2z — 1)

¢) w(z) =2z° +4dat — 62> 1) w(z) = (0,362% — 0,1622)(72® + 22 + )
d) w(@) =% —352% -2z ) w(z)=(z®+1)? - (z—3)?

e) w(z)=2a%—v2z2 +3z k) w(z)= (222 —-2)? - (z — 42%)?

f) w(z) = 2° — 22% — 223 ) w(z) = 25z* — (10 — 322)?

1.4. Rozkiad wielomianu na czynniki (1)
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3. Wylacz wskazany czynnik przed nawias. Sprawdz, czy otrzymany w nawiasie
tréjmian kwadratowy mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe. Jesli tak, podaj
rozklad wielomianu w na czynniki liniowe.

a) w(z)= Bz —1)(z+1)— (1 —3z)2? +z(3z—1), 32— 1

b) w(z) = (=5 + 2z)(z + 4) — (5 — 2z)% - 3(5 — 2z)a?, 2z — 5

&) w(z) = (4z — 1)(x — 5) — (2% + 5)(1 — 4x) — (122 — 3u), 4o — 1
d) w(z) = (6 — 4z)(3x — 1) + (3 — 22)% +2(3z — 4)(3 — 22), 3 — 2z

4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
; Y (a+b)® = a3+3ab+3ab?

|
a) (z+2)° d) (2z+1)° ’ 3 2 3 1
(a—b) = a3 —3a?b+3ab? b i
b) (w+3)° e) (1 + ﬁ%)% i a* +l2° = E;—;—b)a :b—i—bQ i
c) (z—1)° £) (1-3z)° ] a®—b% = (a—b)(a®+ab+b?) i

5. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (z+2) (2?2 — 2z + 4) d) (2m~1)(4’t2—‘—7’c +1)
b) (3+2)(2? —32+9) e) (22 + D)t —a? + 1)
c) (1—2)(@®+z+1) £) (a* + 322 + 9)(3 — 2?)

6. Korzystajac z podanego wzoru, zapisz wyrazenie w postaci iloczynu.

o 6 _
2) z B 1 (a —~'1)\1+a Lol tam ) =at—1
b) 32z° —1 ]

¢) 0,1252% — 1

7. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (z+1)(z—1)(z* +22+1)
b) (VB + 1) (vBz — 1) (252 + 52° + 1)
c) (\/§ - 3m2) (928 + 3z% + 1)(\/?;932 + l)
d) (- 121 +z+2>+ 23 (@ +1)(2?+1)

Test jednokrotnego wyboru

2
8. Wielomian w(x) = (Vf T — %) zapisano w postaci w(x) = asx? + a2+ ag.

Tloczyn as - ag - ag jest véwny:

A. 643, C. =343,
B. 3, D. —6+/3.

1. Wielomiany

9. Wielomian w(z) = (22 —1)(2z +3) — (1 — 2)(z + 1)2 — (2% — 2)(3z + 2)

zapisano w postaci w(z) = (22 — 1) - p(z). Wskaz wielomian p.

A. p(z) = —32%>+2x -3 C. pz) =322 —x+3

B. p(z) = —32% — 42 +6 D. p(z) = -32>+z+4
10. Wyragenie (dz? + 1+ 2x)(4z? + 1 — 2) jest réwne:

A. 16z* 4+ 42% + 1, C. 16z* + 422 + 1,

B. 16z* — 423 + 1, D. 16z* — 4z* + 1.

Zestaw [l

11. Rortéz Wlelomlan w(z) = f(z) - g(x) na czynuiki.

a) f(z)=2T—2% g(z) =2 —a b) f(z) = 6428 — 1, g(z) = 2723 + 1

12. Stopient wielomianu w(z) = (a+1)2° + (a+b)z + (b+2a)2® — 102> + b3
jest réwny 4. Wyznacz parametry o i b oraz rozléz wielomian w na czynniki,

jesli w(—1) —w(1) = -2

13. Na rysunku przedstawiono wykresy wielomiandw g ‘ y / l
f(@) = (2" —a)? —big(z) = flz) +a L e
a) Wyznacz parametry a i b, jezeli punkty P i @ 7 \ ¢ 1/1

naleza do wykresu wielomianu f.

b) Rozldéz wielomiany f i g na czynniki.

*1.5. Rozklad wielomianu na czynniki (2)
Zestaw |

1. Rogzléz wielomian w na czynniki.

a) w(x) = 2524 —1 ¢) w(x) =281
b) w(x) = 252° + /5 d) w(z) =272% -1
2. Rozléz wielomian w na czynniki.
a) w(x) = 26 4+ 22¢ + 22 ¢) w(z) = 5z7 — 22° + 0,223
b) w(x) = 22° + 42’ — 62 d) w(z) =25+ 3,752 —

1.5. Rozklad wielomianu na czynniki (2)

15



3. Rozléz wielomian w na czynniki.
a) w(z) = 5/52° + 22
b) w(z) = 2% — 0,125

c) w(x)=ua%4+72% -8
d) w(x) =428 — 7225 — 4

4. Rozléz wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy.
a) w(z) =2 -z —x+1 e) w(w) = 6x% — 922 +42 — 6

) (1’)“‘7«‘54—9«’4—9:—1 £) wiz) =272% — 92? — 3z -+ 1
¢) w(z) = 223 —~2x+5 g) w(z) = 4z% — 9zt — 1622 + 36
d) w(z) = 4z® —32% + 42 -3 h) w(x) = 43/22* — 1022 + 22 — 5

5. Rozléz wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) w(z) = 223 — 72 + Tz — 2 e) w(z) = 3x* — 102% + 10z — 3
b) w(z) = 223 — 322 — 3z 4 2 f) w(z)=2%+323 — 62 -4
c) wlx) = 272> — 622 — 2z + 1 g) wlx)=4x* +22% + 2 —1

d) w(z) =5z? — 1922 — 382 +40 h) w(z) = 52° — 32* + 622 — 20z

6. Rozléz wielomian w na czynniki liniowe i oblicz jego wartos$é dla podanego
argumentu x.

a) w(z) = (20 —3)(bx — 2) + (3—2z)(x +2), x =
b) w(z) =22 -5z~ (z—5)Bz+1), =6

c) wlz) = (222 + 2+ 2)? — (222 — xz — 4)%, -
)

)

VIR

o

w(z)= (22 -4 - (2 -2),, 2 =+v2-1

e) w(z) = (927 — 1)2 — (3z + 1)?, o = Yt

Test jedn@km‘meg«) wyboru

7. Ktére z podanych wyrazei nie jest poprawnym rozkladem wielomianu
w(z) = 42 — 322 + 4z — 3 na czynniki?

A wiz)=3Be—-6)(3a2+1)  C. wlw)=3(4c - 3)(3a? + 1)
B. w(z) = %(8"0 —6)(222% + 2) D w(z) = 4(55' - 13)(1112 + i‘)

. . . P D) . 1 e .
8. Wielomian w(z) = 32* — 422 — 82 + 24 rozlozono na czynniki i otrzymano

w(z) = (x + 2) - p(z). Wyrazenie p(x) jest tréjmianem kwadratowym,
ktérego Wlelelk Wynosi:
A. —140, B. —44, C. 44, D. 112.

1. Wielomiany

9. Niech w(z) = 9v/3z* +12+/323 4 3z + 4. Tle czynnikéw liniowych wyst@puje
w rozkladzie wielomianu w?

A 4 B. 3 C. 2 D. 1

Zestaw I

10. Rozidz wielomian w na czynniki.
a) w(z) = 5% — 23 — 15327 + 33
b) w(z) =a* —a* +z -1
c) w(x) = 2%+ 22* — 223 - 42% + o + 2
d) w(z) = 2% —a* —32% + 322 + 22 -2
e) w(z) = 225 + 62 — 423 — 1222

f) wiz)=2"-2"-2%+2

11. Uszasadnij, ze dla kazdego argumentu calkowitego wartosé¢ wielomianu
w(z) = ¥ — 523 + 4o jest podzielua przez 120.

12. Uzasadnij, ze dla kazdego argumentu calkowitego wartos¢ wielomianu:
a) w(z) = 8x° + 1222 — 22 — 3 jest liczba nieparzysta,
b) w(a) = 2® — 22* + 223 — 4z? — 32 + 6 jest liczba parzysta.

13. Przeczytaj podany w ramce
przyklad, a nastepnie roztédz wie-
lomian w na czyuniki
a) w(z) = at +22° +4
b) wiz) = a* — 322+ 9
¢) w(x) =4z% + 2%+

Przylklad
w(z) =2* 4+ 322+ 4=

= (2® +2)% —4a® + 327 =
= (22 +2)?—2? =
=@ —z+2) 2t +z+2)

1.6. Rownania wielomianowe

Lestaw I

1. Rozwiaz réwnanie.
a) 2% —da? 4+ 4o =0
b) 224+ 523 — 322 =0

e) x*+ 222 = 428
f) 2%+ 23 = 24/5a2*

c) a® — 6zt = 723
d) 8z + 1525 = 22*

1.6. Rownania wielomianowe

17



18

2. Rozwiaz réwnanie.
a) 3z* — 922 =0 b) 642° = —z? c) 128 = 927

3. Rozwiaz réwnanie.
a) 2 —62% + 9z =0 b) 28 — 72% = 6az*

4. Na 1ysunkach plzedbta\mmm wykresy w1eloml‘mow w(z) = 10"”4 1,

- 1

v(z) = 7 — 1% — 2z oraz w(z) = £ad — Szt + 22 — z. Wyznacz ich
miejsca zuowe a nastepnie dopasuj do kazdego wielomianu jego wykres.
I.

IIL.

5. Rozwiaz rOwnanie.
a) 23 — 522 =10 — 2z e) 2t — 643 = 22% — 3./3x
b) 52% +2 = z? + 10z £) 22° + Lo? = 62% 4 3
¢) zt — 23 =8z —8 g) 0,04¢? — z° = 0,008 — 5z°
d) 27zt — =923 — § h) 26 — 12 = 4z? — 322

6. Rozwiegz réwnanie.
a) &% — 22" +22°% — 4z +2-2=0
b) b — 2 — 523 + 522 + 62 — 6 =0
¢) 225 + 62t +2— 323922 +3=0
d) 825 — 10z® + 522 — 1 —4z* +2x =0
7. Wyznacz punkty wspélne wykresu wielomianu w(z) = m3a® + 2% — 4a, do
ktérego nalezy punkt P(—3,—6), oraz: ‘
a) osi OX, b) prostej v = 4.

Test jednokrotnego wyboru

8. Ile rozwigzan ma réwnanie 27—’ =2t —17
A 4 B. 3 C. 2 D. 1
9. Iloczyn niezerowych pierwiastkéw réwnania 8z + %’Lc‘ = 42° jest réwny:
1 .
A =3, B. —1, C. 2, D. 4.

1. Wielomiany

10.

11.

Zestaw 1

12.

13.

14.

Odleglosc l"IlleZV punktami wspSlnymi prostej y = 4z i wykresu wielomianu
w(z) = 2% — 2x2 + 8 wynosi:

A. 44/10, B. 4+4/11, C. 44/13, D. 44/17.

Ile punktéw Wspnlnych majg wykresy wielomianéw w(z) = z™ +x — 6

i w(z) = 2" +x — 6, gdzie n € N7

Al B. 2 C. 3 D. 6
)/'

Na 1ysunku obok pl zedstawiono wykres wielomianu

(z) = 23 — 422 — 4z + 6 i prosta o réwnaniu 0 X
y = —3z + 2. Wyznacz punkty, w ktérych prosta
przecina wykres wielomianu.

Wyznacz punkty wspolne wykresu wielomianu w i proste] l.

a) w(z) =8z*+20+3, LLy=2C+5

b) w(z) = 2" — 62> +2, lry=—Hr+2

¢) w(z) = 32% —122% + 22+ 0.5, I: y =32 = 3,5

d) wlz) = 2h —4gd 4 49?2 — 252 +3, liy=—-15x+3

PlE‘IWlaStkl réwnania 222 — 5z + 2 = 0 sg réwniez pierwiastkami réwnania

425 4 ax® — 3222 + b = 0. Znajdz wsp6lezynniki a i b. Wyznacz pierwiastki
drugiego réwnania.

Liczby —2 i 1 sy pierwiastkami réwnania 222 +ma? — 3z +n = 0. Wyznacz
wspblezynnild m i n oraz oblicz trzeci pierwiastek tego réwnania.

Wyznacz punkty wspolne wykreséw wielomianéw uiw.

a) Y b) Y c) w Y

I ”3/\’ 6\9\\ ,
\/\// 3 /v\ X

u(z) =2% — 3% -2 u(z) = —1-2% +52x—6 LL(ZL)-—II —Gm — 2?4+ dx
w(z) =2 -6 w(z) = 21 72422 +3  ww) = —a® — 2" +4z+5

<

1.6. Réwnania wielomianowe
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17. Wyznacz liczbe a, wiedzac, ze jest ona pierwiastkiem wielomianu w.

a) w(z) =2+ (2a —3)z> + (¢ — 1)z + 4a — 2
b) w(z) = z* + 26222 — dax + 1

*1.7. Dzielenie wielomianow

Zestaw |

Podziel wielomian w przez dwumian ¢. Czy wielomian w jest podzielny
przez dwumian ¢7

a) wiz)=a3-222+2 -5, ¢qa)=2-1

b) w(z) =323 — 522 +2 -6, ¢lz)=2-2

¢) w(z) = —22% +622 -3z +1, qlx)

d) wx) =2 —4a’ +22 -3z -4, qa)=
e) w(z) =—a* +42% —22 -92+9, ¢x)=2x-3

Podziel wielomian w przez dwumian ¢ z reszha r. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(z) - g(x) + r(z).

a) w(z) =% —4a? -T2z +5, qz)=2-5

b) w(z) = —a® +22—4, qg(z)=3+2

c) w(z) =2z —8z? + 3z, ¢lz)=2—4

d) w() =5z +2, ql)=2+1

e) w(z) =42 — 222+ 62 — 5, qlz)=2—}

Podziel wielomian w przez dwumian g 7 resztq r. Zapisz wiclomian w
w postaci w(z) = p(z) - ¢(z) + r(z).

a) w(z) =22%-322 —x+1, qla)=22-1

b) w(z) = 162* — 22 + 2z, q(z) =4z +3

c) w(z) =3z +42? -~ -2, qla)=3z-2

d) w(z) =at —42® + 32 +5, qx)= i
Podziel wielomian w przez dwumian g(z) = © — a z reszta r. Zapisz
wielomian w w postaci w(z) = ¢(x) - p(x) + r(x), a nastepnie oblicz jego
wartoéé dla argumentu a.

a) w(x) =222+ 22 -5cx+1, qlz)=2-1

b) w(z) = ~5z3 —4d2? + 102z — 4, q(z)=x+2

c) w(w) =43 +222 —2 5, ¢(z)=2-0,5

1. Wielomiany

Na rysunku obok przedstawiono wykres wielo- Y
mianu w(z) = 42* + az® + 2% + 3z. Punkt P
nalezy do tego wykresu.

w
a) Wyznacz wspdélezynnik a.
b) Wykaz, ze wielomian w jest podzielny przez 0
dwumiany 2z + 11 22 — 3. % P(1, 05\/ X

c) Wykaz, ze wielomian u(z) = w(z) — 1 jest
podzieluy przez dwumian 2z — 1.

Test jednokrotnego wyboru

6. Po podzieleniu wielomianu w(z) = 223 — 1522 + 222 — 24 przez dwumian
z — 6 otrzymujemy iloraz réwny:

A. 227 —dz + 4, C. 22% — 2z + 4,
B. 222 — 3z + 4, D. 222 —z + 4.

7. Wielomian p(z) = 32?2 — 2z — 6 otrzymujemy w wyniku podzielenia wielo-
mianu w przez dwumian ¢(x) = x + 3, jesdli:

A w(z) = 32% + 2% — 8z + 4, C. w(z) = 323 + T2 — 122 — 18,
B. w(z) = 32° — 22 + 8z — 18, D. w(z) = 3z% — 2% + 12z — 18.

8. Punkt P(—1,0) nalezy do wykresu wielomianu P v
w(z) = 23 4 az? + 4 (rysunek obok). Reszta z ey \ e
dzielenia tego wielomianu przez dwumian z — 1 T ‘
jest réwna: - 4
A -1, B. 1, C. 2, D. 4. \,

T iX

Zestaw I

9. Podziel wielomian w przez wielomian ¢ z reszta r. Zapisz wielomian w

w postaci w(z) = p(z) - q(z) + ().

a) w(z) =2% —4a®+ 22 +1, qlz)=22+1

b) w(z) = —a* +52° -~ 3z2 +22+1, qlz)=2—2+1
c) w(z) =4a® — 6z, glo)=22>—2

d) w(z) =6z*~22+52—-3, qz)=322+1

e) w(n) =4z* —22% —x, q¢(z) =222 +2—2

1.7. Dzielenie wielomianéw
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10.

11.

Wyznacz reszte 7 z dzielenia wielomianu w przez wielomian ¢. Podaj stopien
otrzymanej reszty.

a) w(z) = 32° + 22% + 5z, q(z) =3z -1

b) w(z) = 933 422 +33+2, glz)=2"-3

¢) w(z) =3z*+22% +z, qla@)= 302 —x+1

d) w(z) =%+ 9z -3, g(x)=2a%—-22

Dla jakich wartosci parametréw a i b wielomian w jest podzielny przez
wielomian w7

a) w(z) = 4a® — 222 + az +b, u(z) = 22+ +1

b) w(x) = —62° + ba® — ax + 2b, u(z) =22% —x+3

) w(z) =z*+az®+b, w(z) =z>+2c+5

. Dla jakich wartosci parametréw m i n wielomian w jest podzielny przez

wielomian u?

a) w(z) = @ + 622 + 3z +m, u(z)= w2 4+2x+n

b) w(z) = 2% + 5z? + 2z —m, u(z) = 2% + 3z —n

¢) w(z) = —92% + 322 +mzx + 1, wz)= 3z —na -+ 1

°

%1.8. Réownoéé wielomianow

Zestaw |

1.

2.

Wéréd wielomianéw: f, g, h i k wskaz wielomiany réwne.
f(@) = (22> +1)* = (22 = 1)*
glz) = 4(2«/‘33:2 + 1)2 — 8+/3a?
hiz) = (222 +1)° — (222 — 1)°
k(z) = 42> (4a” + 2)% — 64a

Dla jakich wartosci parametrow a i b wiclomiany u i w sa réwne?
a) u(z) = az® + (b—3)a® +z-Fa+b, w(z) = 2® —42® +

b) u(z) = (a® — 1) + (b — a)z? +ala — )z +4, w(a) = 42?4+ 4
) u(z) = (b—a)z + (4b— a)zd + ab, wla) = —22" + 4g% + 8

22 1. Wielomiany

3. Niech f(z) = az +, g(z) = 22 + 2, h(z) = 22 — 2? + 4z — 2. Dla jakich
wartosci parametréow a i b wielomian w jest wielomianem zerowym?
a) w(z) = f(z) + g(x) + h(z) — 22°
b) w(z) = h(z) — f(z) - g(z)
&) wla) = (422 = 1) - g(x) — f(2) - h(z)

4. Dane sg wielomiany: f(z) = 2aa3 + (a + B)z + 1, g(z) = az® — x oraz
hiz) = az® + 22 — (a + 1)z. Dla jakich wartosci parametru a wielomian
w(z) = 2> f(2) + g(z) - h(z) jest wielomianem zerowym?

5. Dia jakich wartosci parametréw a i b prawdziwa jest réwnosé wielomianéw?
a) ot —ad+ 227+ —3= (22 — az +b)(z> — 1)
D) —at + 33% + 5’ +x = (az® + bz + 1) (2 + )
¢) dad +2%+z—3=(2"+z+ 1)(az +b)
d) o — 23 — 222 — 224+ 4= (2% +ax + b)(x? —2)

6. Wyznacz wspélczynniki a 1 b wielomianu w(z) = &* + 323 — 22 +az + b,
jedli reszta z dzielenia w przez wielomian ¢(z) = 22 + 22 — 2 jest réwna:
a) 0, b) 1, c) z+1, d) 3z —2.

7. Wyznacz wspolezynniki: a, bi ¢ wielomianu w(z) = z° — 323 +az? + bz +c,
jedli reszta z dzielenia w przez wielomian ¢(z) = 23 + x jest réwna:

a) 2, h) 2z — 1, ¢) 22 +xz+5.

Test jednokrotnego wyboru

8. Wielomian w(z) = (2 — 2)* — (22 — 1)2 jest réwny wielomianowi:
A. p(z) =2t — 4z + 3,
B. q(z) =a* - z? + 3,
C. r(z) =a* —8z* —4dx +3,
D. s(z) = a* — 8a% +4a + 3.

9, Wielomian u(z) = (a* — 3)z® + 322 — (a2 + -\/ga) z + 1 jest réwny wielo-
mianowi w(z) = (a* — 9)2® 4 322 + 1 dla:

A a= -3, B. a = —3, C. a=+3, D. a=3.

1.8. Réwnos¢ wielomiandw
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Zestaw 11

10.

11.

12.

13.

Dla jakich wartoéci parametréw a i b prawdziwa jest réwnoéé wielomianéw?
a) 2® — 2?2 +x—1=(2®—av+1)(z—b)

b) 2z% + 2% + 322 +x + 1= (az® +z + 1)(z® + b)

¢) 3at 4+ da? —102? — 30 — 4 = (2 + x + a)(ba® + x + 1)

d) —22° + 32* — 2% = (az® 4 22)(b? — 2)

Dla jakich wartogci parametréw « i b wielomian w jest podzielny przez
wielomian g7

a) w@) =2 +az+ bz +0*—a—1, g¢lr)=z"+3z—-1

b) wz)=z*+ (a+b)a® + (a—b)a?+ax+b—1, qz)=2>—-z+1

Dla jakich wartoéci parametréw: a, b i ¢ wielomiany u i w sa réwne?
a) u(z) = (a —2)2® + bz® + dx + ¢, w(z) = 22% + b’ + (2a + D)z +a+3
b) u(z) = 522 — 192 + 18,

w(z) = alz —1)(x — 2) + bz — 2)(x — 3) + ¢z — 1)(z — 3)

¢) u(z) = (z—a)’(z—0b), wx)=-cr®—5z"+3x+3+2a

Na 1'ysunku obok przedstawiono wykres wielo- Ay
mianu w(z) = —2° + (a + b)%x? + (b — a)z, do \ ‘ //\
ktérego nalezy punkt P. Wielomian w jest xéwny RN \w :
wielomianowi u(z) = 2%(2¢ — z) — cx. Wyznacz: ' ‘ ﬁ) o

a) wartoci parametréw: a, b i c, RN / ! \ '
b) pierwiastki wielomianu w. Ovl b \ X

*1.9, Twierdzenie Bézouta

Zestaw 1

1.

Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielvinian w jest podzielny przez
dwumian ¢.

a) wx)=a2* -2 +323 -5z +2, ¢gx)=z-1

b) w(z) =324+ 2% —4a? — Tz —5, qz)=2+1

¢) w(z) =223 —~2%2 -T2z +3, ¢lz)=2-2

d) w(z) = —2% —42? +4dx -5, glz)=c+5

e) w(z) =22 +322+22 -2, ¢a)=22-1

1. Wielomiany

2. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac
dzielenia.

a) w(z) =a* —522+7, q(z)=z+2

b) w(z) = =223 + 622 +22 ~ 8, g¢lz) =z —3
c) w(z) =8z -1023 +x -3, q@)=z+3
d) w(z) =272% — 322 +4, q(z) =321

e) w(z) = —da + 522+ 62 +5, ¢lz)=22+1

3. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rezldz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =a2% +22%2 —52 -6, a=—1
b) w(z) =a%—92% + 150 —7, a=7
¢) wiz) =a? 52>+ 722 —5x+6, a=2
d) w(z) =a* +32°% —122% — 62+ 20, a=—5
e) w(z) =224 +32%~22-3x -1, a=-—

Lo

4. Dla jakich wartosci m wielomian w jest podzielny przez dwumian ¢?
a) w(z) =223+ ma? —4w +3, ¢lz)=z-1
b) w(z) =ma® — 22+ 2m’2 + 16, o) =z +2
¢) w(z) = —2° +ma?+ 4z +m?+23, qz)=2-3
d) wlz) =83 +ma? —m3+1, q¢(z)=22+1

5. Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez
wielomian u.
a) w(z) = a® +da? — T — 10, wu(z) = (z+1)(z —2)
b) w(z) =2 +4dx? — 22 ~3, wlz)=a2>+4z—-5
c) w(z) =22% - 32% — da® + 32+ 2, wu(z) = 22> — 3z —2
d) w(z) =23 - 522 + 100 + 8, wu(x) = (z? —1)(z —4)

Test jednokrotnego wyboru

6. Reszta z dzielenia wielomianu w(z) = 24 — 1822 — 32 + 32 przez dwumian
2+ /2 jest réwna:

A, =2, B. /2, C. D. 342

o

1.9. Twierdzenie Bézouta

25



7. Dany jest wielomian w(z) = 23 — 222 — 52 + 4 i dwumian ¢{x) = z — a,
gdzie a € {—1,1,2,3}. Reszta z dzielenia w przez ¢ jest najwieksza dla:

A a=-1, B. a=1, C. a=2, D.a=3.

8. Ktéry z ponizszych wielomianéw jest podzielny przez dwumian %:c — %
A. p(z) = 2% — 42? —z + 12
B. q(x) = 2® — 222 + 6z — 2
C. r(@ =2°—52? —z+ 14
D. s(z) =2% - 322+ 2z -2

9, Niech w(z) = z° — 322 + m* — 2m?2 — 3. Tle jest wartodci m, dla ktérych
wielomian w jest podzielny przez dwumian z — 37
Al B. 2 C. 3 D. 4

Zestaw [

10. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez:
a) (x— 4)(z+3), jesli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian @ —4
Wynosi 9, a przez dwumian x + 3 wynosi 2,

b) 222 +9z — 5, jedli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian 2z — 1
wynosi 10, a przez dwumian z + 5 wynosi 63,

¢) (@2 — 1)(z + 2), jesli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian
z — 1 wynosi 2, przez dwumian x + 1 wynosi —6, a przez dwumian x + 2
wyunosi 8.

11. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez wielomian u, nie wykonujac
dzielenia.
a) w(z) =a* +52° +a+6, u(x)=(v+5)(a-—-1)
b) w(z) =2 —z+2, ulx)=2"-1
¢) wlx) = (22 —2—1)> =3, ulz)= 22— 3w+ 2
d) w(x) = (—% + - %)5, w(w) =2 — 22 — a4 2

12. Dla jakich wartodci parametréw « i b wielomian w jest podzielny przez
wielomian 7
a) w(z) =at— 3% + ba? 4+ (a — a4 b, 1[(7’ =a22-1
b) wx) = aa® +ba? + 27 — 18, w(w) =2 —5v+6
¢) w(z) =52t + (a — b)z® + (30 — 2a)2? — 61 — 1. u(w) = (v 12— 1)

26 1. Wielomiany

%

13.

14.

16.

Niech w(z) = #° 4+ az? + ba® + 1522 + ¢z — 12, u(z) = (2% — 1)(z — 2).
Wyznacz wartogci parametréw: a, b i ¢, dla ktérych wielomian w jest
podzielny przez u. Rozléz wielomian w na czynniki i oblicz jego pierwiastki.

Wyznacz wartoéci wspélezynnikéw p i ¢ oraz oblicz pierwiastki wielomia-
nu w, jesli: '

a) w(z) = 2 + pa? — da + ¢, a jego pierwiastki sg postaci: a, —a i 3a,

b) w(z) = 23 + 72? + pz + ¢, a jego pierwiastki sa postaci: a, 2a i a + 1.

Wyznacz wspétezynniki wielomianu w, jesli:

a) w(x) = 2*+pr+q, a jego jedynymi pierwiast-
kami sa liczby: —21 1,

b) w(z) = 2° + pa? + gx + r, a jego jedynymi
pierwiastkami sa liczby: —2,—11 2.

Punkt A( —+/B, O) jest punktem przeciecia wykre-
séw wielomianu f(x) = 2° — 6z —+/5 i wielomianu
g(x) = —a® + 4o — /5 z osia odcigtych (rysunek
obok). Wyznacz wspdélrzedne pozostalych punk-
téw przeciecia tych wykreséw z osia OX.

*1.10. Pierwiastki calkowite

i pierwiastki wymierne wielomianu

Zestaw 1

1o

Wypisz wszystkie dzielniki calkowite wyrazu wolnego wielomianu w i sprawdz,

ktére z nich sa pierwiastkami tego wielomianu.

a) wx)=2a% -2 -4z +4 b) w(z) = 2zt + 23 + 42? —da — 3

Rozwiaz réwnanie.

a) 222 + 22 —-3=0 e) a3+ 622 = —6x — 5

b) 2%+ 522 + 62 +2=0 f) 32% — 2 = 12 — 102>
¢) a® =622 +11la —6=0 g) 32 44 = 52 + 4x

d) 22% +112® + 122 -9 =0 h) 523 — 1922 = 38z — 40

1.10. Pierwiastki calkowite i pierwiastki wymierne wielomianu
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Wyznacz pierwiastki wielomianu w i roztéz go na czynniki.
a) w(z) =z —2234+22% — 22+ 1

b) w(z) = 22 — 32% — 522 + 14z — 8

¢) w(z) = a* + 32% — 1222 — 132 — 15

d) w(z) = z* — 223 — 222 + bz — 2

Rozwigz réwnanie.

a) 2t 5223 —da? — 22 +3=0
b) 24— 23 ~20-4=0

c) 224~ 323 - 32 -2=0

d) a4 2% —da? =3 —5a
e) o +z+6=a"+ 72?
f) 2t 42?2 =8—6x

Rozwigz réwnanie, wiedzac, ze ma ono pierwiastek wymierny.
a) 223 — 722 — 22 +1=0 d) 223+ 222+ 2+ 3 =0
b) 223 — 522 +8z -3 =0 e) 3x* —102°% +2 =0

¢) 323 4+ 1722 =32 —~1=0 £) bz + 228 — La? =0

Test jednokrotnego wyboru

6. Dany jest wielomian w(x) = ajgoz'? + age® + ... 4 a1z + 42 o wspdl-

czynnikach calkowitych. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba réznych
pierwiastkéw calkowitych tego wielomianu?

A. 8 B. 14 C. 16 D. 42

Niech w(z) = 2* — 2% — 1122 + 6 + 24. lle pierwiastkéw calkowitych ma
wielomian w?
Al B. 2 C. 3 D. 4

Dany jest wielomian w(z) = 122% + azz? + a1x — 15 o wspolezynnikach
calkowitych. Ktéra z podanych liczb nie moze byé¢ pierwiastkiem tego
wielomianu?

A, —1,5 B. —1,25 C. 0,25 D. 0,6

Zestaw [

9. Rozwiagz réwnanie.

a) $23 + 7= 3%(% + %)

b) x(z+2)? — (22 + 1)? = 6 -+ 3

) (322 + 22 + 1)(222% + ) = 2(z% + 922 — 1)
d) (2% — 3z + 4)‘(_:132 —3zx—1)= -6

1. Wielomiany

10.

11.

12.

Dany jest wielomian w(z) = 22° + az? — (a? + 1)z + 1. Dla jakiej calkowitej
wartoséci parametru ¢ ma on dwa rézne pierwiastki catkowite?

Krawedzie prostopadloscianu maja dlugoéei: 1, 2 1 3. Po wydluzeniu kazdej

z nich o ten sam odcinek réwny z otrzymano drugi prostopadioécian.

a) Wyznacz wielomian w zmiennej x opisujacy réznice objetosci tych
prostopadlosciandéw.

b) Dla jakiej wartosci & réznica objetosci tych prostopadioécianéw jest
rowna 547

Krawedzie prostopadlodcianu maja diugosci: 3, 51 7. Po wydluzeniu kazdej

z nich o ten sam odcinck réwny r otrzymano drugi prostopadlogcian.

a) Wyznacz wielomian w zmiennej x opisujgcy objetogé powstalego
prostopadiodcianu.

b) Oblicz z, jedli objetodé drugiego prostopadioscianu jest trzykrotnie
wieltsza od objetosci pierwszego.

Dany jest wielomian w(z) = aa® + bz? + cx + d o wspélezynnikach calkowi-
tych. Wykaz, ze jesli w(0) 1 w(1) sa liczbami nieparzystymi, to wielomian w
nie ma pierwiastkéw calkowitych.

Jeden z wierzcholkéw prostokata nalezy do wy- v
kresu wielomianu w(z) = 2% — 1,522 — 1,52 + 3, w

a pozostale lezg na osiach ukladu wspdlrzednych

(rysunek obok).

a) Podaj wzdr funkeji P opisujacej pole tego pro-
stolata w zaleznodci od ¢, gdzie ¢t > 0. 1) ¢ X

b) Dla jakich wartosci ¢, gdzie t > 0, prostokat |
jest kwadratem? Oblicz jego pole dla tych war-
tosci t.

Wykaz, ze dla kazdego calkowitego argumentu x warto$é wielomianu

w(z) = Fat + 22® + a2 + Lo jest liczba calkowita.

1.10. Pierwiastki catkowite i pierwiastki wymierne wielomianu

29



30

*1.11. Pierwiastki wielokrotne

Zestaw 1

1.

Sprawdz, czy liczba 1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w.
a) w(z) = (z — 1)%(z* — 2 —6) b) w(z) = (z —1)%(32? — bz + 2)

Sprawdz, czy wielomian w ma pierwiastek trzykrotny.
a) w(:;) =(z—1)3@22* -4z +2) b) wlz)=(z—1)*(5® - 10z)

Rozwigz réwnanie. Podaj krotnos$é kazdego pierwiastka.
a) 23— 222 +z2=0 o) 28 +2:* —32°=0 ) 4ab—-2*=0
b) 2t —4ad 4422 =0 d) 21 -627+9=0 f) 2% — 5% + 4z =0

Roztéz wielomian w na czynniki. Czy ma on pierwiastki dwukrotne?
a) w(z) = (z —1)%(92% — 6z + 1)

b) w(z) = (z +22) (e + )

¢) w(z) = (162° — z)(62° + 32?)

d) w(z) = (25 — 2?)(2® — 422 — 5z)

e) w(z) = (2% — x)%(2% + 227 — 3z)

) wz) = (22 -z — 2)?(3z* + 2 — 22?)

Uzasadnij, ze wielomian w nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.

a) w(z) =zt — 22 + 2% — 22 ¢) w(z) =2® —2x° — bz + 6

b) w(z) =423 + 1222 — 22— 6 d) w(z) =32* + 223 + 2272 + 27— 1
Liczba @ jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz pozostale
pierwiastki tego wielomianu.

a) w(z) = 2% — 12z + 16,
b) w(z) = 4a? + 42> - 132 =22+ 7, a=1

¢) w(z) =525 +92* — 723 - 192% — 62 +2, a=-1

a=2

Test jednokrotnego wyboru

7. Wielomian w(z) = (z — 2)%(2? — 4)(2® + 2 — 6) ma trzy pierwiastki. Jeden

z nich jest pierwiastkiem:
A. dwukrotnym, C. czterokrotnym,

B. trzykrotnym, D. pieciokrotnym.

1. Wielomiany

8. Dany jest wielomian w(z) = (22 — 4z + 3)(2? + az + 6). Liczba 3 jest jego
dwukrotnym pierwiastkiem dla:
A a=3, B. a=2, C. a= -5, D. a=-9.
9, Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu f
stopnia 3. Ile pierwiastkéw dwukrotnych ma wielomian
w(z) = (z+6)7(2* + 1)(2° = 4) - f(2)?
Al B. 2 C. 3 D. 4
Zestaw Il
10. Rozwiaz réwuanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.
a) a®+ 322 —4=0 d) 28 —32*+322—-1=0
b) 23 — 722+ 152 -9 =0 e) 23(2? — z — 3) = 2z — 5z?
¢) 2% — 22 + 922 =4 — 22 + %3;3 f) 2?(z? +22 —6) =8(x — 1)
11. Dla jakich wartoéci parametru a liczba g jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu w?
a) w(z) = (x—5)(z? —axr-+5), zo=05 k=2
b) w(z) = (2* +a’z —3a—9)(a* = 9), z0=3, k=2
o) w(z) =dat + 22+ (> = Da+ (a—1)%, z= -1 k=2
d) wz)=a*+2%+ (1 —a?)z? —bx+a, zo=-1, k=3
12. Dla jakich wartodci parametréw a i b liczba xq jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu w?
a) w(z) =2 - 522 +aex+b, x9=3 k=2
b) w(z) =zt - dr3 +ar? +8x+0b, =2, k=2
o) w)=al+ar® +bx?+22 -1, wp=1, k=1
13. Wielomian w ma pierwiastek jednokrotny x; i pierwiastek dwukrotny za.

Oblicz wspdlezynniki p i ¢ oraz plerwiastlkd 2y 1 wg, jesli:

a) w(x) = 2% — 522 + pa + ¢, a pierwiastek @y jest trzy razy mniejszy od
pierwiastka aq,

i . ! 2 . . . . . .

b) w(z) = 2 +pr? +gr+8, a pierwiastek aa jest o 4 wiekszy od pierwiastka
a1, ktory jest liczba calkowita.

1.1, Pierwiastki wielokrotne
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14.

15.

16.

17.

Podaj wzér wielomianu, ktéry przy dzieleniu przez dwumian x — 1 daje
reszte 2, ma pierwiastek trzykrotuy réwny ;f)- a jego stopien wynosi k. Czy
istnieje tylko jeden taki wielomian?

a) k=3 b) k=4 c) k=6

Dany jest wielomianu w(z) = 2% — 325 + ax? + ba? +cx? — 5z — 1. Liczba —1
jest jego dwukrotnym pierwiastkiein, a punkt A(1, —1) nalezy do wykresu
tego wielomianu.
a) Oblicz wspélczynniki: a, b1i c.
b) Wykaz, ze liczba 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w, a na-
yxaz, J VA )
stepnie wyznacz jego pozostale pierwiastki.

Wykaz, ze dla kazdej wartosci parametru p liczba 1 jest dwukrotuym
pierwiastkiem wielomianu

wx) =zt + -2+ 3B -2)" + (p— D + 2.

Dla jakich wartodci parametru k wielomian w(z) = 2% — 12z + k& ma
pierwiastek dwukrotny? Wyznacz ten pierwiastek.

*1.12. Wykres wielomianu

Zestaw |

1.

Na rysunku przedstawiono szkic wykresu wielomianu w stopuia n. Ustal

znalk wspdlezynnika przy najwyzszej potedze zmiennej x:. Wskaz pierwiastki

wielomianu w o krotnosci parzystej.

a) n=3 b) n=3
Y Y

c) n=-:
I
RN

. Wielomiany

2. Na rysunku przedstawiono szkic wykresu wielomianu w. Podaj wzér tego

wielomianu, wiedzac, ze st(w) = 3 i znajac warto$é wspdlczynnika as.

a) a3 = —j b) az =} c) ag=1
vl v Y
w w w
N 0
-2 0 1\\ X /:z 0/1 X 21 5% X
\
o
\ |

Na rysunku przedstawiono szkic wykresu wielomianu w. Podaj jego wzdr,
jesli st(w) =41iay = L.

a) b) C)

\ v Y

|
|
/ \ \

-10| 1 3 X

Wyznacz pierwiastki wielomianu 1w i podaj ich krotnosci. Naszkicuj wykres
tego wielomianu.

a) w(z) = x(z + 2)(x — 3)
b) w(z) = —(xz — 1)(z + 2)?
c) w(z) = (22 — 9)(1 — =)
d) wz) = (2? —4)(z - 2)

&) w(@) = (= 12z + 1)(z +2)
f) w(z) = —22%(z + 1)(z — 3)

g) w(w) = (z +5)*(x — 1)

h) w(z) = —2%(z + 4)(3z — 9)

Naszkicuj wykres wielomijanu w. Dla jakich argumentéw wiclomian ten
przyjmuje wartosci ujemune?
a) w(z) = (v + 5)(xv — 2)?
) / ¥ 2

b) w(x) = (& —3)(x* —9)

¢) w(z) = —(2? —4)(x +1)?
d) w(x) = 2(x? — ) (z? — 1)

1.12. Wykres wielomianu
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6. Podaj wzér wielomianu w trzeciego stopnia, ktérego wykres przedstawiono
ponizej.
a) b) c)

7. Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu
w. Ile spoéréd pierwiastkéw tego wielomianu jest krot-
noéci parzystej?

A0 B. 1 C. 2 D. 3

Test jednokrotnego wyboru

| \/X\[)’W

8. Ile jest liczb calkowitych nalezgcych do przedziatu (—10;10), dla ktorych
wielomian w(z) = 22(x — 7) (2 + 3) przyjmuje wartodci dodatnie?
A. 8 B. 9 C. 10 D. 11

9. Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu
w czwartego stopnia. Wspdtezynnik przy najwyz-
szcj potedze zmiennej x jest réwny:

A1, B. 2 C. 3, D. 6.

40

Zestaw |1

10. Naszkicuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentéw wielomian ten
przyjmuje wartosci nieujemne?
a) wlz) = (@ +2)(x + 1)z —2)
b) w(z) = 2z(x® + 32)3 (v — 1)?
) w(z) = —(2® +2)%(2 —2)*(z* — 1)
d) w(z) = (22 + 1)(4 — 2)3(2? — 3z — 4)?

1. Wielomiany

11.

i2.

13.

15.

Podaj wzér wielomianu w, ktérego szkic wykresu przedstawiono ponizej,
jezeli st(w) =51 |ag| = 2.
a) b) c)
vhoo- Y Y
w
u) w
VAN ~/1 of I\ [z X N
10

_ol
2/ e

10X V — _/1 011 2
i 1

Pierwiastkami wielomianu w piatego stopnia sa liczby: —5,—3,1 1 3, przy
czym liczba 3 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

a) Podaj wzér wielomianu w, jedli w(2) = 7.

b) Naszkicuj wykres wielomianu w i podaj argumenty, dla ktérych wielo-
mian ten przyjmuje wartodci dodatnie.

Na rysunku obok przedstawiono wykres
wielomianu w trzeciego stopnia, do ktére-
go nalezy punkt P, oraz wykresy wielo-

mianéw f(z) = —w(z) i g(z) = w(—z). |
a) Podaj wzdr wielomianu w. A
b) Podaj wzory wielomianéw f i g oraz
dopastj do nich odpowiednie wykresy.
Nagzkicuj wykres wielomianu w oraz wykresy wielomianéw f(x) = —w(x)

ig(x) == w(—=z).

a) w(z) = z(x — 1)*(x — 2)3 b) w(z) = —23(z? — 4)3(z + 2)?

Ponizej przedstawiono wykres wielomianu w trzeciego stopnia, do ktérego
nalezy punkt P, oraz wykresy funkcji f(z) = |w(z)| i g(z) = w(|z]).
a) Podaj wzér wielomianu w.

b) Podaj wzory funkcji f i g oraz dopasuj do nich odpowiednie wykresy.

- oo

P i\ f'\ ? ',

A [N
wl 3 EEE R

1.12. Wykres wielomianu

35




13.

14.

15.

16.

17.

Pierwiastkami wielomianu w(x) = 22% + ax? + bx + ¢ sg liczby: —1, 21 3.
Oblicz wspdlczynniki: a, b i ¢ oraz rozwigs nieréwnosé w(z) = z + 1.

Dla jakich wartosci parametru a reszta z dzielenia wielomianu
2,2
w(z) = 2° — 2* ~ 3az® + (3a + 2)z — 1

przez dwumian @ — a jest wieksza od 17

Na rysunku obok przedstawiono wykres
wielomianu f piatego stopnia oraz wykres
wielomianu g czwartego stopnia. Odczytaj
z rysunku zbiér rozwigzain nierdwnosci:

a) [(z) —g(z) >0,

b) f(z)-g(z) <0,

c) f(z) g(z)=0.

Rozwiaz nieréwnosé.

a) t—|22% -8/ >0 b) |23 — 1] <2+ 2 +1

Rozwiaz uklad nieréwnosci.

a) =6 < (z+3)(x+2)(w-1)<0 b) —8 < 2% < ajx + 2]

*1,14. Wielomiany — zastosowania

Zestaw |
1. Dwa wierzcholki prostolkata leza na osi OX, a dwa v
pozostale nalezg do paraboli o réwnaniu y = (x— 2)? \ v (2 2)

(rysunek obok). Podaj wzér wielomianu opisujacego
pole tego prostokata w zaleznosci od t, gdzie ¢ > 2.
Jaka jest dziedzina tej funkeji? Dla jakiej wartosci ¢
pole tego prostokata:

a) jest réwne 54, | !
b) jest wieksze od 167 o) T
2. Dwa wierzcholki prostokata leza na osi OX, a dwa pozostale naleza do pa-
raboliy = (z— 1)% +2. Wyznacz wspélrzedne wierzcholkéw tego prostokata,
jezeli jego pole jest réwne 24.
38 1. Wielomiany

Podstawa prostopadlodcianu jest kwadrat o boku z. Krawedz boczna jest

o 2 krétsza od krawedzi podstawy.

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetoéé tego prostopadio-
gcianu. Okredl dziedzine tej funkeji.

b) Dla jakich wartosci  objetos¢ tej bryly jest wigksza od 327

Objetosé prostopadloscianu, ktdrego podstawa jest kwadrat o boku x, jest

opisana wielomianem V (z) = 8a:? — 223, gdzie z € (0;4).

a) Oblicz dlugosci krawedzi tego prostopadlogcianu, jesli jego objetosc jest
réwna 16.

b) Wyznacz wielomian S opisujacy sume diugosci wszystkich krawedzi tego
prostopadtodcianu w zaleznosci od . Dla jakich wartodci  suma ta jest

réwna 327

Test jednokrotnego wyboru

5.

Dwa wierzcholki prostokata lezg na osi OX, a dwa pozostale znajduja sie
nad osia OX i nalezg do paraboli o réwnaniu y = 16 — x2. Jedli pole tego
prostokata jest réwne 42, to jego przekatna moze mieé dlugoéc:

A. /85, B. /105, C. /165, D. /205.

Do akwarium o wymiarach 4z x 3z x 2z, gdzie
x [em], wlano 54 litry wody. Jesli woda siggne-
la do wysokosci 2 — 10 cm (rysunek obok),
to suma powierzchni écianek bocznych tego
akwarium jest réwna:

A. 8 dm?,
B. 63 dm?,

2z — 10 cm, 10 cm

C. 70 dm?,
D. 98 dm?>. 4z

3z

Zestaw 1

7.

Z tekturowego kola wycieto figure w ksztalcie
takim, jak pokazano na rysunku, i sklejono
z niej otwarte prostopadloscienne pudelko.

Podstawa pudetka ma ksztalt kwadratu o bo- 2z—lem|
ku 2, gdzie 2 [cm], a wysokosé¢ pudelka jest
réwna 2x — 1 cm. Oblicz pole kola, jedli ob- ——
jetosé pudelka jest réwna 162 cm®. Podaj
wynik z dokladnoscia do 1 cm?.

2z —1cr

Y

1.14. Wielomiany — zastosowania

39



42

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Na rysunku obok przedstawwno wykresy
wielomianéw f(z) = 2% + (b—a)z® — 3z +b
iglz)=3—u.
a) Oblicz a ib.

b) Wyznacz miejsca zerowe wielomianu f.

¢) Rozwigz réwnanie f(x) = al(x).

Sprawdz, czy liczba a jest dwukretnym pierwiastkiem wielomianu w.

a) wiz)=(r -2 -2 +x—1), a=2

b) w(z) = (z+1D)(*+a3+z+1), a=-1

Rozwigs nieréwnosé.

a) (z—2)%(x?—1) <0 d) (2% - 16z)(2® — 4) <

b) (z—1)(a®+3z—4)>0 ) x(2? — 81)(9x—w)<0
c) (z* — 4)(z® —8) <0 ) (a* —z)(2® — 227 +2) =20

. , - . P D o = /5 . . .
Sprawdz, ktéry z dwumianéw: x — V2, =1, = + /'3 jest dzielnikiem

wielomianu w.

a) w(z) =z* + 3z —da —2 b) w(x) = 2% — 4zt + 22 + 6
Wykaz, ze liczba a jest pierwiastkiem podanego réwnania. Wyznacz jego
pozostale pierwiastki. '
a) 22 —2x+1=0, a=1 )

4 <
at—gd - =242, a=-1

b) 2% —bx+2=0, a=2 d) 20t 4+ 4a?=1~2, a=3
Rozwiaz réwnanie, wiedzac, ze ma ono pierwiastek calkowity.
a) 2> +x-2=0 c) 23—z —~6=0
b) 2 -3z —2=0 d) 23 —52? =32 +15=0
Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- v !
lomianu f{ T) = 23 + ax + b i wielomianu /NP1, 8) /
f) ’1 3 E
g(’E’) = '—2.'1 t 3 II g \\\ j /
a) Wyznacz a ib. ;’5 | 2y I
b) Rozwigz nieréwnosé f(x) = g(z). fs \Q.S\ 1 [ X
\ /
f W,

1. Wielomiany

Zestaw [

16.

17.

18.

19.

20.

23.

Wyznacz iloraz p i reszte r z dzielenia wielomianu w przez dwumian g.
a) w(z) =2 - 222 + 1,
b) w(x) = 22 4 bz* 210243, glx)y=2+3

c) w(x) = dat — 223 — 222 4+ 5, gx) =2z +1

g(x) =z —2

Przedstaw wielomian w w postaci w(z) = (x—3)" 7)(1,) +r(z).

a) w(z) =2? —a?~3x—4 b) w(z) =a*—= 243z —1

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian g.
a) w(z) = 32% —2? =8, ql@)=v—2

b) wlz) = 5zt o3 —ax+3, gz)=a+1

) wlz) = 4a® — 222 + 62 —5, qa)=2z—1

— 8 przez dwumian
x— 2.

Reszta z dzielenia wielomianu w(z) = 324 + az® + ba?
2+ 1 jest réwna reszcie z dzielenia tego wielomianu przez dwumian
Oblicz wspdlezynniki a 10, jezeli liczba —2 jest pierwiastkiem wielomianu w.

Wykaz, ze dla kazdej wartoéci parametru p wielomian
wiz) =a® — (p+ Da? + (2p —3)z + 2

ma pierwiastek catkowity.

Dla jakich wartodci parametru k podane réwnanie ma co najmniej jeden
pierwiastek wymierny?

a) 2% + 32 +kx—2=0

b) 2t — 22% + ( (k—1)a2?+1=0

Rozwiaz réwnanie.

a) 23 — 622 +52+6=0

b) ot +22% — 2’ =6—4dz
¢) 1024 4 5% — 1= 32" —

d) 2a* + 523 — 22 —xz=0
e) 203 — T2 —2¢+1=0
£y attrad+a®=uw+2

Rozwigz nierdwinosc.

a) a® +ad 22 <0 d) 2t — 323 — 2% <6 -9
b) a® 4227 +22+1>0 e) da* —4da® — 302> 1—4z
) 3a% —Ta? —Te +320 f) (2 -1)(z+3)<xz-1

Zestawy powtdrzeniowe
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24. Ustal, dla jakich wartoéci parametru m jedynym rozwigzaniem réwnania
—3z% + 22 + 2m = 0 jest liczba m.

25. Dla jakich wartodci parametru a wielomian w(z) = (2% — a)(22% — 7z + 3)
ma pierwiastek dwukrotny?

26. Na rysunku obok przedstawiono wykres v |
funkcji liniowej f(z) = x+2 i wykres wielo- j P
mianu w trzeciego stopnia o wspolczynniku \ | /
przy najwyzszej potedze zmiennej v row- 9 14

. . - - i 2
nym 1. Wielomian w jest podzielny przez ' /
tréjmian 22 + 2 — 2, a reszta z dzielenia w \/
przez dwumian @ + 1 wynosi 6. \
. . . !
a) Wyznacz wzér wielomianu w oraz // \
wspblrzedne punktéw A i B. >
potrzedne | 1o As X
b) Rozwiaz nierdwnodé f(x) < w(x). / i

27. Dla jakich wartodci parametréw a i b wielomiany u(z) = 62° + 13z° + 62
oraz w(x) = (ax® + ba) (ba? + a) sa réwne?

28. Wyznacz wartodci parametru a, dla ktérych reszta v dzielenia wielomianu
w(z) = 2 + (a + 2)z + 4 przez dwumian x — p jest réwna 7, jesli:

a) p=-—1,7r =25, by p=3,r=1

29. Dla jakich wartoéci parametiu o wielomian w jest podzielny przez Jdwu-
mian g7
a) w(w) =a®+ (a® = 1)v +2+6a, gla)=2a+2
b) w(z) =2 32> -3x+1, qla)=2—a

Zestaw Il
30. Liczby 1 —+/5 i1+ /5 sa pierwiastkami wielomianu
w(x) = 3zt — 223 — 212% — 14 + 4.
Wyznacz jego pozostale pierwiastki.
31. a) Réwnanie 23 + 22 + px + ¢ = 0 ma pierwiastek jednokrotny 2 oraz o 2

mniejszy pierwiastek dwukrotny xo. Wyznacz wspdlezynniki p i g oraz
pierwiastki xq 1 4.

b) Wyznacz pierwiastki: z1, 20, 23 réwnania 2° + pr? 4+ 11z + ¢ = 0, jesli
Ty ixg:xz3=1:2:3.

1. Wielomiany

32.

33.

38.

39.

40.

41.

42,

W wielomianie w suma wspélczynnikéw przy parzystych potegach zmien-
nej z jest réwna sumie wspdlczynnikdéw przy nieparzystych potegach z.
Wylkaz, ze liczba —1 jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian p, jesli:

a) p(z) = @ — 3, a reszta z dzielenia w przez 222 — 5z — 3 jest réwna b — ,
b) p(x) = o+ 2, a rveszta z dzielenia w przez 2? — Ba — 2 jest réwna

202 4+ — 1,
> . . . 9 . .
c) plx) = 2*—1, a reszta z dzielenia w przez a* +222 — 3 jest réwna 23 +5.

Dla jakich wartodci a, b i ¢ wielomian w(z) = 2% — 32% + ax? + bx + ¢ jest
podzielny przez wielomian w(z) = 2% — 222 — 5 + 67

Dla jakich wartoéci m i n wielomian w(z) = 2* — 323 + 222 + mz + 1 jest
podzielny przez wielomian w(z) = 22 — na + 17
Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia o wspélczynnikach calkowi-
tych, ktérego jednym z pierwiastkdw jest liczba:

a) 2v/2, b) 1—+/2, ¢) 2—+/3.

Rozwiagz réwnanie.
Aoz -1 =17(a? =20 +1) +4=0

e e . 4 1An2(n2 2 :

Wykai, ze réwnanie (22 — 2 + 1)* — 102%(2? — 2 + 1)2 + 92* = 0 ma dwa
pierwiastki podwdjne.

Rozwiaz réwnanie.

a) % + 202 + 5z + 10| = 0 b) 2-]22%2 = 5| —a® + 7w =0

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji
flz) = |z(z + )z —2)] i glz) = 2* — 5a? + 4.

Rozwigs nierdwnodé f(x) > g(x).

Rozwigz nieréwnosc.

a) 2 |a| <2’ —a? -4

b) 1323 + 2| > 2t + 3
Rozwiaz uklad réwnan.

4:1:~y2=3 z -2y =2
a) 2 ) 4 o 2.2

Zestawy powtdrzeniowe
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43. Wykaz, ze dla kazdej liczby natwralnej n wielomian

w(@) = (2 +2)% + (¢ +3)" - 1
Jest podzielny przez tréjmian z2 + 5z + 6.

44. Przeczytaj przyklad w ramece, a nastepnie wykaz, ze wie

lomian w przyi i
. R yjmuje
tylko wartoéci nieujemne. przyjimuje

Przyldad

Zauwaz, ze:

(2= 1)(z—4) = (22 =52 +5)—1

(z—=2)(z—3)= (2 -5 +5)+1

Po pomnozeniu réwnogci stronami otrzymujemy:
. (z—1(z—2)(x~3)(z —4) = (22 — 52 + 5)2 — 1

|

i

|

{
|

a) w(z) = (z—1)(z - 2)(z — 3z —4)+1
b) w(z) = (z —1)(z - 3)(x — ) (@ —9) +4¢

= i .
45. Dla jakich catkowitych argumentéw 2 wartogé wielomianu

w() = a* + 325 4 d2? 32 4 3
Jest liczbg pierwszg?

46. i e . .
Wﬁkazj ze nie 1:<;t111eje wielomian w trzeciego stopnia o wspélezynnikach
catkowitych, ktéry spetnia warunki w(2) = 1 i w(—2) = 2 »

47. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej z wielomian w(z) = 2° — 2 jest
podzielny przez 5. A . &€ojes

1. Wielomiany

2.

2.1. Proporcjonalno$¢ odwrotna

Zestaw I

1. Samochéd ma przebyé droge 270 km ze érednig predkodcia v. Zapisz wzoér
okredlajacy zaleznogé miedzy czasem jazdy ¢ (w godzinach) a predkoscia v
(w kilometrach na godzing).
a) Oblicz czas jazdy dla v = 30 km/h, v = 60 km/hiv=90 km/h.
b) Dla jakiej wartosci v czas jazdy jest réwny 6 godzin, a dla jakiej
- 3 godziny i 45 minut?

2. Wiadomo, ze jezeli temperatura gazu jest stala, to jego ciénienie jest
odwrotnie proporcjonalne do objetoéci. W naczyniu o objetoéei 10 litréw
znajduje si¢ gaz pod cidnienient § atmosfer.

a) W naczyniu o jakiej objetodci cidnienie tego gazu bedzie wymnosilo
5 atmosfer?
b) Oblicz cignienie tego gazu w naczyniu o objgtosei 15 litrow.
3. Na podstawie podanej informacji ocen, czy dodatnie wielkosci = i y sa

odwrotnie proporcjonalne.

a) Jezeli & wzrasta o 1, to y maleje o 2.

h) Jezeli & wzrasta trzykrotnie, to y maleje trzykrotnie.

c) Jezeli z maleje pieciokrotnie, to y wzrasta pigciokrotnie.

d) Jezeli x wzrasta dwukrotnie, to y wzrasta czterokrotnie.

4. Czy podane wielkosci sa odwrotnie proporcjonalne? Jesli tak, podaj wspél-
czynnik tej proporcjonalnoéci. '
a) Dlugogci bokéw prostokata o ustalonym obwodzie L.
b) Dlugoéé podstawy réwnolegloboku o ustalonym polu P i wysokosé
opuszczona na te podstawe.
c) Dlugosé przekatnej kwadratu i jego pole P.
d) Objetosé szedcianu i dlugodé jego krawedzi a.

e) Wysokoéé prostopadlodcianu o ustalonej objetosci V' i jego pole podstawy.

2.1. Proporcjonalnosé odwrotna 47
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8. Na rysunku obok przedstawiono wy-

5. Wielkoéci ¢ i b s odwrotnie proporcjonalne ze wspdlczynnikiem proporcjo-

nalnosci réwnym 6. Sprawdz, czy wielkodci « 1 y tez sg odwrotnie propor-
cjonalne. Jesli tak, podaj wspdélczynnik tej proporcjonalnosci.

. . . 1
a) x =2a,y=23b c) v =2a,y =5

b) o= (2— \/3)0,, y = (2+'\/§)b d) a=2y=12

6. Kwote 50 zt wyplacono monetami o jednakowym nominale. Podaj wzor

funkcji=f opisujacej zaleznoéé licsby wyplaconych monet 1 od ich nomina-
o (wozl).

a) Wyznacz dziedzine funkeji f.

b) Podaj interpretacje f(0,1) i /(%)

¢) Oblicz f(1)1i f(2).

d) Podaj wartodci najmniejszg i najwigksza funkeji f.

7. Sprawdz, czy punkty A i B nalezg do wylaesu tej samej proporcjonalnosci

odwrotnej y = 2. Jezeli tak, podaj wzo6r tej proporcjonalnosci i naszkicuj

jej wykres.

a) A(4,8), B(2,4)

b) A(23,1%), B(2,43)

) M /823+3). 3(v5.

kresy pewnych proporcjonalnoéci od-

wrotnych.

a) Sprawdsz, do ktérego z wylkreséw
nalezy punkt P (7%, %)

b) Ktéry z wykreséw przedstawia za-
lezno$é o najwiekszym wspdélczyn-
niku proporcjonalnosci?

¢) Do ktérego z wykreséw nalezy naj-
mniej punktéw o obu wspolrzed-
nych calkowitych?

d) Dla kazdej z tych zaleznoéci podaj
liczby odwrotnie proporcjonalne
do 1,2 oraz 7,2.

2. Funkcje wymierne

Test jednokrotnego wyboru

9. Punkt W (4 —24/3,4 + 2\/3) nalezy do wykresu pewnej proporcjonalnosci
odwrotnej. Do tego samego wykresu nalezy réwniez punlkt:

A P(2~+/3,2+4/3), C. R(2v3,2/3),
B. Q(2v3,V3), D. S(4,4).

10. Na rysunku obok przedstawiono wykres pewnej
proporcjonalnosci odwrotnej y = 2. Jesli pole
tréjkata OAA; jest réwne P, to pole tréojkata
OBBy wynosi:

A. P, C. a,

B. 1P, D. 2a.

11. Samochéd przebyl trase z miasta A do miasta B, liczaca 120 km, ze
$rednig predkodcia 40 km/h. Tle byla réwna jego $rednia predkodé w drodze
powrotnej, jesli drednia predkosé na calej trasie wynosila 48 km/h?

A. 40 km/h B. 50 km/h C. 60 km/h D. 80 km/h

Zestaw [f

12. Dla jakiej wartosci parametru m punkty A i B naleza do wylkresu tej samej
proporcjonainosci odwrotnej y = 2?7 Podaj wartoé¢ wspélezynnika a.
a) A(m,m —3), B(4,—2m)
b) 4(\/3 — /2, m(3 -+ '\/6)), B(\/g — 3m, @)

13. Wyznacz wspolrzedne punktu P, wiedzac, ze nalezy on do wykresu propor-
cjonalnosci odwrotnej y = %(3 oraz:
a) lezy na prostej o réwnaniu y = z,
b) jego pierwsza wspoélrzedna jest cztery razy wieksza od drugie,

¢) jego pierwsza wspéhzedna jest o 5 mniejsza od drugiej.
14. Funkcja f kazdej liczbie naturalnej n > 0 przyporzadkowuje wynik dzielenia

pewncj liczby przez n. Podaj wzér funkcji f, jesli f(5) = 9,6. Wyznacz
zhiory A ={neNy: f(n)e N} i B={neN,: f(n) > 15}.

2.1. Proporcjonalnosé odwrotna
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2.2, Wykres funkcji f(x) = 2
Zestaw |

1. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = £, wiedzac, ze nalezy do niego punkt P. Po-
daj przedzialy monotonicznosei funkeji f i oblicz jej wartosé dla argumentu
z = 0,4.
9 P(})
b) P(3,—-12)

¢) P(/0,25, {/05)
d) P(V3-2,4+2V3)

2. Dziedzing funkeji f(z) = £ jest zbidr D = (=3;—1) U (2; 6). Naszkicuj
wykres tej funkeji i podaj jej zbidr wartosci, jezeli:
a) a=12, b) a = —4, 3

c) a=3, d) a= —%.

3. Dziedzina funkcji f(a) = £ jest przedzial (2;8). Wyznacz a, jezeli:
a) najwieksza wartosé funkeji f jest réwna 6,
b) najmniejsza wartoéé funkcji f jest rowna %j-,
¢) najmniejsza warto§é funkeji f jest réwna —&,

d) zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat <'§, 10>‘

4. Funkcja f jest okredlona wzorem f(x) = £. Wyznacz a, jedli funkcja f
przyjmuje wartoéci wieksze od 2 tylko dla a,l gumcutow 7 przedzialu:

2) (0;7), b) (=5;0), ) (~4;0).

5. Jednym z wierzcholkéw prostokata jest punkt O(0,0), a wierzchotelk p1'7e—
ciwlegly do niego znajduje si¢ w punkcie A nalezacym do hiperboli y = ¢
Uzasadnij, ze pole tego prostokata nie zalezy od wyboru punktu A. Ue Jebt

ono réwne?
6. Dana jest funkcja f(z) = —37; Ustal, przez ktére éwiartki ukladu wspélrzed-
nych przechodzi wykres funkeji g. Podaj wzér i przedzialy monotonicznodei
funkeji g.
a) g(z) = b) g(z) = f(—=)

—f(z) c) glx) = —f(—a)

Test jednokrotnego wyboru

7. Ktéra z podanych funkcji jest rosnaca w przedziale <~2; —%>?

A flo) =2 B. g(z) =2 C. h(z) = g:%/_é‘

2. Funkcje wymierne

10.

Punkty P(wl, %ml) i Q( r1, — ) gdzie 1 > 0, Y

naleza do hiperboli o 10W11an1u y = 2 (rysunek DP
obok). Jedli [ PQ| = 10, to: _ o)V —
A a=12, C. a=S8, \\Q\ﬂ X
B. a =10, D. a=6.

Suma wszystkich wartoéci parametru b, dla ktérych punkt P(—3,0% + b)
nalezy do hiperboli y = —g, Wynosi:

A. -5, B. -3, c. -2, D. —1.

Wskaz hiperbole, ktéra ma dokladnie dwa punkty wspdlne z okregiem
o érodku w punkcie O(0,0) i promieniu 4.

Ay———& B.y=-& C.y:—% D.y=-2

Zestaw i

11.

12.

Naszkicu] wykres funkeji f. Podaj jei zbiér wartosci. Odezytaj z wykresu,
dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 6.

6 R .
a) flx)=+7% dla 2 € (=o0;=1) U (1;0)
6 dlaze (—1;1)

32 dlawe (—oo;—2) U (2;0)
0 dla z =10

—5  dlaze(=20)u(0;2)

b) flz)=

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykvesy funkcji f(z) = %

oraz g(x) = —f(z).

a) Wyznacz osie symetrii figury zlozonej z wykreséw funkcji f i g.

b) Podaj wspélrzedne punktéw, w ktérych wyznaczone osie symetrii prze-
cinaja wykresy funkcji f i g. '

Na, 1ysunku przedstawiono hiperhole y = 2 AN hiia ya
iy=—2orazprostey =xiy = —a. O)hcz \ / yd
pole AdClemowanq figury. o P
I N | T
H e
Uzasadnij, ze jezeli @ # b, to hiperbole y = & = Lo ] X
. b . . ) v ) N
iy = 2 nie maja punktéw wspdlnych. \ AN
a yd / .
/ \ i
e . X .
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15. Punkty A i B naleza do wykresu funkeji f (v) = ¢ Wyznacz a ib. Naszkicuj

wykres tej funkcji i odezytaj z niego wartoscl najmniejsza 1 najwieksza
funkcji f w przedziale (—4;—1) oraz argumenty, dla ktérych funkcja f
przyjmuje wartosci mniejsze od b.

a) A(4,b), B(b—1,3)

b) A(B?,—2), B(4,b)

¢) A(D,4b), B(—2b,b— 6)

16. Funkeja f kazdej wartosci parametrua 17, dla ktérej réwnanie x° —6x+m = 0

ma dwa régzne niezerowe pierwiastki, przyporzadkowuje sume odwrotnodci
tych pierwiastkéw. Podaj dziedzine i zbiér wartosci tej funkeji. Naszkicuj

jej wykres.

17. Wyznacz réwnanie okregu o srodku w punkcie O(0,0) majacego dokladnie

dwa punkty wspélne z hiperbolg y = —?

2.3. Przesuniecie wykresu funkcji f(x) =
0 wektor

Zestaw 1 |

1. Naszkicuyj w tym samym ukladzie wspolrzednych wykresy funkcjl j i g.
Podaj wzoér funkeji g, jej dziedzing i zbiér wartosci.
a) f(z) =3, g(x) = f(z) -3 ) fla)= 2, g(x)=fla+1)
b) f(z) =% g(z) = flz) +1 d) flz) = -5, g(z) = fle - 2)

2. Nagzkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykresy funkeji f 1 g.
Podaj wzdr funkeji g i jej przedzialy monotonicznosci.
a) f(z)=2,g(x)=flz—1)-2
B) f(x) = —12, gla) = fla+4) +2

3. Wyznacz réwnanie hiperboli, wiedzac, ze powstala ona w wyniku przesunie-
cia hiperboli /i o pewien wektor, a jej asymptoty przecinaja sie w punkcie F.
a) h:y= %, P(-1,3) ¢) hiy= 15, P(—4,-2)
- . 4
b) h:y=—5, P(6,0) d) h:y=—=, P(2,-5)

.
Ps A

2. Funkcje wymierne

4. Na rysunku przedstawiono hiperbole otrzymana w wyniku przesuniecia
wykresu funkcji f(z) = 5% o pewien wektor u. Wyznacz wspéhrzedne
wektora 7, a nastgpnie zapisz réwnanie tej hiperboli i sprawdZ, czy nalezg
do niej punkty A'(Q ]) i B(§ -—l)

29 2 M
a)
Yr

1_.

o

5. Po przesunieciu wykvesu funkeji f(z) = £ o wektor [p, ¢] otrzymano wykres
funkeji g. Wyznacz a, p i ¢. Podaj réwnania asymptot wykresu funkcji g.

a) glx) = ;—% c) g(z) = ﬁ
b) gla) =2-2 d) g(z) =6— 5—%%5
6. Podaj wspélrzedne wektora 0, o jaki nalezy przesunaé wylkres funkeji f,
aby otrzymaé wykres funkcji g.
W f@) =4 a@) =57 o o) = g(a) = gl 6
) fla)=~3, gle) =1- 3% d) flo) =~ 9(x) =3+ 2

~4

Wykres funkeji f przesunieto o wektor u. Wyznacz réwnanie otrzymanej
hiperboli 1 podaj jej asymptoty.

a) f(z) = T.?__l -1, U= [0*6] c) f(z)= Il_Tfﬁ —6, U = ["3)2]
b) flat=2— 25, @ =[2,0] d) f(e) = g +5, U = [-1,-6]

Test jednokrotnego wyboru

6 . . . / ;
: +’P3 nie mia punktéw wspdlnych z prosta v = 2.

8. Wykres funkeji f(z) = -
Wiynika stad, ze:
A p= -2,

B. p= -2, C.p=—Y-2, D. p=2

9. Asymptoty hiperboli y = zj‘r’rz -+ d przecinajg sie w punkcie (4,2). Wskaz

10
a+2d

D. (4,-8)

punkt, w ktérym przecinaja sie asymptoty hiperboli y = — 2¢.

A (—4,-8) B. (—4,8) C. (4,8)

2.3. Przesuniecie wykresu funkdji f(z) = £ o wektor
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10. Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(z) = £ dla pewnego a. Ile punk-
téw wspdlnych ma on z wykresem funkeji
g(z) = ;245 +47

A3 C. 1

B. 2 D. O

Z P - N 4
11. Tloczyn wszystkich argumentow = € C, dla ktérych funkcja f(z) = 375
przyjmuje wartoéci calkowite, jest réwny:

A. —64, B. —120, C. —144, D. —280.

Zestaw [l

12. Prosta o réwnaniu y = 2 -+ 3 przecina pewhg hiperbole w punktach Ai B
i jest jej osig symetrii. Wyznacz réwnanie tej hiperboli. Podaj wspolrzedne
jej srodka symetrii.

a) A(-2,1), B(0,3) b) A(-3.0), B(3,6)

13. Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesunigcia wykresu funkeji f
o wektor T réwnolegly do osi OX. Miejscem zerowym funkeji g jest liczba xy.
Podaj wspohrzedne wektora T oraz wzor, dziedzing i zbibr wartodci funkeji g.

/ ; 5 P |
8) fla) =% -2 50=0 b) fla) = +5 7=}

14. Punkt P jest érodkiem symetrii wykresu funkeji f. Wyznacz a i b.
a) f(z) = =2 +0b, P(~2,4)

T—a

b) flz)=b— 52—, P(1,0)

2z—a’

¢) fla) = 52— +b, P(3,-1)

15. Dana jest funkcja f(z) = 1—3—_—2 — 1. Wyznacz wzoér funkeji g i naszkicuj jej

wykres.
8) glx) = —f(x) o) ga) =2 f(x)
b) g(a) = f(~=) d) g(a) = F2 =)
16. Dana jest funkcja f(x) = mfﬁp + ¢, gdzie a # 0. Podaj dziedzing i zbidr
wartosei funkcji g.
a) g(x) = flz+p) —¢ c) g(z) =q— f(z)
b) g(z) = f(p— =) d) g(z)=q—flp—x)

54 2. Funkcje wymierne

*2.4. Funkcja homograficzna

Zestaw |

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = &4, Wyznacz wszystkie punkty o obu
] 2 Y Y

wspdlrzednych calkowitych nalezace do wykresu funkeji f.

Uzasadnij, ze funkcja f nie jest funkecja homograficzng. Wyznacz jej dzie-
dzine i zhidr wartosci.

Fa—3 - P . 4-—6g
a) flx) = 2:1;—(5 b) fla) = 101 c) flz) = 97o—6

2

Po przesunieciu wykresu funkeji f(z) = £ o weltor [p, ] otrzymano wykres
funkcji g. Wyznacz a, p i ¢. Podaj dziedzine, zbiér wartosci i przedzialy
monotoniczodci funkeji g. o

a) g(v) = ¢) gla) = =i
b) g(z) = B2 d) g(o) = 5%

Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej dziedzine, zbidr wartodci i miej-
sca zerowe. Okregl, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartodci
nieujemne. '

a) fla) = o+l c) flz)==L7E
b) fla) = 1ot d) fle) = %

Przedstaw wzér funkcji f w postaci kanonicznej i podaj réwnania asymptot
jej wykresu. Okredl, przez ktore éwiartki ukladu wspdélrzednych przechodzi
wykres funkcji f.

a) flz) = 2% c) flz) =85
b) flz) = 2% d) fle) ==

Jaszkicuj w tym samym ukladzie wspoélrzednych wykresy funkeji f i g.
Odezytaj z rysunku, dla jakich argumentéw funkcje f i g przyimuja te
same wartosci.

a) fla) =250, g(a) = 25 b) flz) =2, gla) = 55

x—4 7

Dana jest funkeja f(x) = —E% Przedstaw wzér funkeji g w postaci kano-
nicznej.

&) glx) = —f(x) b) g(z) = f(~2) ¢) gla) = f(x—4) -3

2.4. Funkcja homograficzna
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7 sz s . o o, m—2x
8. Wyznacz wartosé parametru m, dla ktérej wykres funkeji f(x) = Tais brze-

chodzi przez poczatek ukladu wspdlrzednych. Dla wyznaczonej wartosci m
naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj, dla jakich argumentéw funkcja f
przyjmuje wartosci ujemne.
9. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(x) = “l” >
ZEYOWE Oray wyzlacz @, b1 p.

Podaj jej miejsce

3, b) 9
Y \\3 « Y\
, \\;\ ]
T — i N
— X s
ol 1 o] 1 X
1
0 i X “\

Test jednokrotnego wyboru

10. Funkcja f(z) = w—jm jest funkcjs homograficzng dla:
A a= -2 B. a=-—1, C.a=1, D.oa=4

11. Na rysunku obok przedstawiono wykres // ’ ?Y ‘
funkcji homograficznej f(z) = ’C‘:ig Su- i ! P
ma ¢+ b+ ¢+ d jest réwna: ‘ : Ol_;l’_:;\;
A -2, a. 2, /( »
B. 0, D. 4. VA

o

-3 T 6

- jest prosta:
1
DA Yy = —5-

12. Asymptoty poziomg wykresu funkcji f(z) = 3
A.y::i, B.y:§7 Qy:%17
13. Srodkiem symetrii pewnej hiperboli jest punkt (3,—2). Jesli nalezy do

wylkresu tej hiperboli punkt (0,0), to nie nalezy do niego punlt:
A (=3,-1) B. (2,6), C. (5,-5), D. (9,-3).

2. Funkcje wymierne

Zestaw [

14.

15.

16.

17.

18.

Wykres funkcji homograficznej f(z) = ‘?—j’f’ nie ma punktéw wspdlnych

z prosta y =4 i przecina 0§ OY w punkcie (0,1). Wyznacz a, b i p, jedli
funkcja f jest rosnaca w przedzialach (—oo; —2) oraz (—2;00).

Dla jakiej wartosci parametru k& funkcja f nie jest funkcja homograficz-
ng? Podaj dziedzing i zbidr wartodci funkcji f dla wyznaczonej wartosci
parametru k.

a) f(2) = 5%

b) o) = deth ©) fla) = ki

Dana jest funkcja homograficzna f z parametrem k. Wyznacz wartosci,
jakie moze przyjmowaé ten parametr. Przedstaw wzér funkeji f w postaci
kanonicznej. Wyznacz srodek symetrii jej wykresu i podaj jej przedzialy
monotonicznosci.

a) fla) = L& ¢) fla) = ha=l2

Wykaz, ze réwnanie 2y = 2x + 3y jest spelnione przez osiem réznych par
liczb catkowitych (z,y).
kak—1
at+k
a) Uzasadnij, ze dla dowolnej wartosci parametru & jest to funkcja homo-
graficzna. Wyznacz wspdlrzedne drodka symetrii wykresu funkeji f.

Dana jest funkcja f(z) =

b) Naszkicuj wykres funkeji f dia k = —1 i odczytaj z niego, dla Jaklch
argumentow funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie.

*2.5. Przeksztalcenia wykresu funkcji

Zestaw |

1.

Na 1ysunku pl zedstawiono wykres funk- Y
cji f(z) = acz wzor funkcji ¢ o
oraz podaj JeJ dz1edmn@ i zbidr wartosci. N
Opisz przeksztalcenie, w wyniku ktére- o 1
go z wykresu funkcji f mozna otrzymad 4 1 1 v
wykres funkcji g.

a) gla) = f=w) o) ylw) = |f )]
b) gla) =1— f(x) ( F(la]

2.5. Przeksztalcenia wykresu funkdji
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2. Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesunigcia wykresu funkcji f

7

o wektor u. Wyznacz wzor funkeji g 1 naszkicuj jej wykres. Podaj zbidr
wartoéci 1 przedzialy monotonicznosci funkcji g-

a) flz) = %3 U= [13'"2]
b) fl@) = i T =10,

(2]

3. Na rysunku ponizej przedstawiono wylares funkeji fla) = w20 +q. Wyznacz

Jz—
a, pig. Odezytaj z wykresu, dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje

wartosé 1, oraz podaj jej miejsca Zerowe, jedli istnieja.

¢)

Naszkicuj wykres funkcji g(z) = f(lz])- Podaj dziedzing i zbior wartosci
funkcii g-

a) f(2) = i3 o) fla) = —523 — 2

b) f(z) = 743 Q) fl@)=2-13

Naszkicuj wykresy funkcji g(z) = | f(=)| oraz h(z) = —g{z). Dla iln argu-
mentéw funkcja g przyjmuje wartosé 27 Podaj liczbe rozwiazah réwnania
h(z) = —3.
o = 4
8) flz)=2-%
(o) - 3
b) flz)=13—3

¢) fla) =721 — 2

d) flw)=—531~ 3

Naszkicnj wykres funkeji f 1 podaj jej przedzialy monotonicznosci. Dla
jakich wartosci parametru M prosta y = 1 ma jeden punkt wspOlny
7 wykresem funkeji f7

a) flx) = t%%

b) flz) =~ % d) fla) =
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = ‘Mt 2\. Odczytaj z niego, dla jakich

wartodci parametru m réwnanie f(x) = mma con ajmniej trzy rozwigzania.

2. Funkcje wymierne

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(z) = m
w zaleznosci od parametru m.

2) f(2) =~
b) J(@) = i 1

¢) flz)= o T2
d) (@) =3- a3

Test jednokrotnego wyboru

9. Wykves funkeji f (z) = 1‘%—! _ 4| ma cztery punkty wspélne z prosta:
Ay = —4, B. y=0, C. y=2, D. y=4.
10. 7Zhiér wartodei funkeji f (z) = ”}Tlg—_i jest suma przedzialu (0; 00) i przedziatu:
A. (—o0;—6), B. (—w;—3), C. (—o0;—2), D. (~o0; —1).
11. Punkt P(—2,2) nalezy do wykresu funkcji f (z) = FLT”J;;L Do wykresu tej
funkcji nalezy réwniez punkt:
A (20,%), B. (18,3), C. (16,3), D. (12,3).
12. Prosta y = m ma z wykresem funkeji f(x) = 3“:15 dokladnie jeden punkt
wspdlny dla: ’
A. me {0,1}, B. me {0, 2}, C.ome (0,3}, D.me{0,5}
Zestaw Il
13.

14.

15.

Wyznacz wzér funkeji g, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funk-
cji f wzgledem proste] k. Podaj dziedzine i zbidr wartoéci funkeji g.

a) f(ﬂ;)zafll,k:y:() c) f(’,c)zgifj, kiy=3
d) flo)= 2 kx=0

Pl — 3=T L. op o=
b) fla) =358, ki =1 =2

Naszkicuj wykres funkeji f o dziedzinie D. Wyznacz warto$¢ najmmniejszg i
wartogé najwieksza tej funkeji.

a) f(z)=|3— T/’?ﬁ%ﬁl’ D =(~1;4)
b) flz)=4—|2+2], D=(6-2 %6

Funkcja y = p(m) okredla liczbe rozwigzai rownania 12;317“ = 2m — 1
w zaleznodei od wartogci parametru m. Wyznacz p(3) i p(0). Dla jakich

wartodel parametru m funkcja p przyjmuje warto$é 17

2.5. Przeksztatcenia wykresu funkeji
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16.

17.

Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie f(z) = m ma dokladnie dwa
rézne pierwiastki dodatnie?

a) fla) =22

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby rzeczywiste] m réwnanie G2 = ™M ma
przynajmuniej jedno rozwigzanie.

DNIOEES =

o ©

2.6. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Zestaw |

1. Uzasadnij, ze podane wyrazenie jest wyrazeniem wymiernym i podaj jego
dziedzine. Oblicz wartosé tego wyrazenia dla, = -2
b) VAzE +4da? + 1 d) ‘\‘}ﬁ-—@

2.

Oblicz wartodci wyrazenia dla tych sposrod liezb: —2,0, 1, V2, dla ktérycl,
Jest to mozhwe
C) 323 —2a4-1

8) GrEED FwFD(e-1)

de—d .
b) 3(@+2)2 (@ +1) d)

Podaj dziedzine wyrazenia.

2 - P
z*—Ta41 1224
&) a3 +7x? C) oI —da? 4
826 —02:° ) '3‘1, =5
b) a2 d) S —0a2 4

Podaj przyklad wyragzenia wymiernego, ktérego dziedziug jest zbidr D
i ktérego wartosé dla o = 1 jest réwna --2.

a) D =R\{4} ¢) D=TR\{%,3}

b) D =R\{0,2} d) D =R\{-4,-2,0,2,4}

Podaj dziedzing wyrazenia, a nastgpuie je uprosc.

Z(L-i-o) —5) :1:3——2:1:%7
2) m?r—) O

b\ X —lD'H—’?o (n

Podaj dziedzing wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

4o 44 b) 222 4+62+18
341 27x—x*

a

Funkcje wymierne

7. Ustal, dla jakich z podana réwnosé jest prawdziwa.

a) (Hz=3)7 _ (c-3)
C (z4+4)5(z=3)2 ™ (z+4)
a?—d  _ z+42

D) o5 = oo
o B _ 1
2d—22241 T a1

8. Wykonaj mnozenie.

3) 13:’):,124_7, (352"

3ae—2 2
¢) Terqmegt  (162° —1)

9. Wykonaj mnozenie.

a) 47:~—4x+1 (2z41)2

€ a3 41 4zZ-1
-2 @3 +522+6a

b) 30z @42

c) 3a?—w—2  92?-12214

' 9271 927 -9

10. Wykonaj dzielenie.
(z=3)(x+1) . (2+1)(z—5)
(z=5)(@+2) " (z=3)(z+2)
b) Sz-12 (% + 21)

Suw—4

) (322 —2z): 9r°—d

Jx—4d

)

11. Wykonaj dzialania.

) 4a2—1 . 3w1b | 22-25
¢/ 6230 ° da—2 241

Test jednokrotnego wyboru

12. Dla 2 = /3 — 2 wartoéé wyrazenia,

2 -+ '\/57 B. 2\/:9;7

13. Wskaz przedzial zawarty w dziedzinie wyrazenia 2

A ';“ 2> B. <’“ ‘j

14. Dla ktérej z liczb:
najmniejsza wartosé?
A -5 B. —4

1522 6x—2
d) (Bz—1)2 3
e) [ 2143

42229 " Bz 0z

f) 1—6z+922 229
32 -3z 9z2—1

d) a?4d | 2848
222zx+4  2*-16

e) (322 —dx —4) - —“‘ssfé%

f) 2%=Te’+lde—8  102%42x
/ 2527 —1 w2 —3w+2

2 o 2

zo4r—2 . _x°—4
d> z—3 = z%Z-22-3

4?81 . 4a4-18
e) 32T-3 ol

f) z4-81 .
(22—6)% ° dz+12

(1622 -9)?

-5, —4, -3, —2 wyrazenie

(1622 +245+9)(1622—24x+9) jest réwna:

C. /3, D. 1.

(22 -16)(25—a?)
—8)(8z2—1) -

C. (=30 D. <0;3)

(z+8) (z*+z3)(z—1)

=) (a%ga)  Preyjmuje

C. -3 D. -2

2.6. Mnozenie i dzielenie wyrazert wymiernych
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Zestaw [l

15. Dla jakich wartoéci parametru m dziedzing podanego wyrazenia jest zbidr
liczb rzeczywistych?

L) Sa’—2z+1 40 5" 5% —42* +6
d) mz2—2x+6 b) 22 —2mx+9 C) @+m)(x 21 3mat1)

16. Wykonaj mnozenie.
a) z—16 422—16 234222 ) 3(22—4)  al-5u?4br—1 . _ 23 __
< 223 Brog?rdz+s | (@—2)? 24zl a2—dxtd 3(z—1)?

b) 22420x+4 | 2245 | 1022 —dx d 3x—2 . 3ax?+41lat6
Had 2502 —4 ~ dx?+20z+25 ) 22¥x—6 92 —4.

W=

17. Uproéé podane wyrazenie, a nastepnie oblicz jego wartosé dla xz =

]
Z(;L—Tf-lﬁ (228 4 pz? — 2z — B)

degd + 4x? - 25T — 25

18. Wyznacz dziedziny funkcji f i g oraz funkeji h(x) = fx)-g(x) 1 k(z) = -Lj

Podaj wzory funkeji ki k& w naj jprostszej postaci.

v

6 )
2) flz) = B2l g(a) = HAOEE

b) f(z) = %%, 9(0) = Sreee
2332 2
c) flz) =24 9(=) = s
2 —2x

3_ 902 _A4p8
d) flo) = 22—ttt g(o) = oA

19. Uproéé wyrazenie.
dx-+y : 4x—6zy
a) 125x% 4y C) 92y2 —6z? J

ot -yt (zy+y) (xy>—z* 1)_
b) Grsamy T 4) vro =)

20. Uproéé wyrazenie, a nastepnie oblicz jego wartoéé¢ dla v = -6 iy = -2

a) (a:Q,,’)a"n)('v-—"sy)-i— (z—2y) (3> +zy) b) 22 2zy+y’—1
TEATYTY o
z3—xy? z22e+1—u?

21. Wykonaj dziatanie.

2 2 2 2
ke Lty 2y —doy+2x 91'-—')7
a) Ty—y2  wyHaly C) 3a+3y ) ’II+D’L’U-’—J
3:1:2—3&:1/—}—31.;2 22—y 243y 3‘211—-9:1:
W_.T__T_L_ oy L 2TYC
b) (z—y) a5 4+4y3 d) wy? 22y

22. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z 1y, gdzie x # v, zachodzi

réwnosé:
i e Ve T O e
2 tay+y? (z — y) T oatey?

2. Funkcje wymierne

2.7. Dodawanie i odejmowanie wyrazei
wymiernych

Zestaw |

1. Sprowadz podane wyrazenia wymierne do wspdlnego mianownika.

&) ) z+1  3x—1 4
8) =3 213 =9
b) h) —yitl 4 21
22 =22+1" x2—-1> 22+2z+1
c) i) 2 1 i
22 —=3x+27 2?—da+d? 27-4

a) 2z + J.+2 d) 72+ miz
oy ) w5~ o
-7 £) Li'fz - 7355
3. \Vykonag dzialania.
" IT—%'E + 33:]—6 ) 2- 12122.2 - (37—22)“’
b) £ + s + 15 Q) w = 1+ iy

4. Wrykonaj dzialania.

a) o+ 24 =3

2—x

b)
o)
5. Wykonaj dzialania.
a') 'L"::—_Q'f 2 + gfii + Jlfj C) I_H a:'~j+g:1:+9 - f—;—i:—g
b) Z5ER 4 2k - 22 R e

Test jednokrotnego wyboru

o G T 1 ) 1. <
6. Wartos¢ wyrazenia 5y — ZL—’I dla xz = \ V2 + % jest réwna:

V2 ; V2 ;

A -2 B. -¥2, C. 0, D. 2.

7. Wyrazenie — 4+
Wyrazenie — St —%5 zapisano w postaci -~ + -, gdzie a, ¢ € R.. Tloczyn
ac jest lovrny
A. 24, R. 26, C. 27, D. 210

2.7. Dodawanie i odejmowanie wyrazert wymiernych 63



Zestaw

8. Wykonaj dzialania

a) (1,+l o ) (SE ) ) k.z. -I—élm
b) (R - 2uid). by Q) (22— 212

9. Wyznacz a i b, wiedzac, ze podana réwnosé jest prawdziwa dla wszystkich
wartoéei zmiennej x, dla ktérych wystepujace w tej réwnoéci wyrazenia
maja sens.

p x--5  __ _a b 46 .« b
a') 2—x—6 w2 + a3 c) 2246 w46 + a

6 . _a b =2 oaukb 2
b) 22-1 7 z—1 + z+1 d) wlz?+1) 221 x

10. Uszasadnij, ze podana réwnosé jest prawdziwa c‘la kazdej hc7by z € R.

(L+'>) (x—2)?
C') wid T =2- w244

11. Wykaz, ze réwnosé m 11 - ﬁl‘—_i jest prawdziwa dla dowolnej liczby

naturalnej n > 0. Korzystajac z tej réwnosci, oblicz warto$¢ wyrazenia:

a) 15+ 23

b) 33 +31+ 15+ 56
1

)AZ_E_QL_'— + 599006

2.8. Rownania wymierne

Zestaw |

1. Rozwiaz réwnanie.

a) 5tg =4 d) 25 =55 8) %51 = i
b) HE =1 ©) %1 = Tre by =
©) 13556 = 3 f 5 =5 ) 5 =5
2. Rozwiaz réwnanie.
a) B4 =22 o) E2al+l
b) &t 4220 =2 Q) =4 Ham+i=s:s

2. Funkcje wymiemne

Rozwiaz réwnanie.

z+d _ xl—z—11 |, z+l 3 2 21
a) o5 = o+ s d) +53 =75
3 P ¢ x!—o o2 2z—1
b) ZE+im= 2 ) F5+ w1 = P
=2 1 . _ 4 o\ 3z—1 _ 3z4+1
) iz = f) 251 = oy T 24

Dla jakich wartosci parametru m funkcja f spelnia podane warunki?
a) flz) =2, £(2) = d) f(z) = =, f@) =0

b) flz) = T8, F(1) = -1 e) f(2) = ol — o2, F(4) = 1
o) f(z) =2 +2, f(-2) =16 f) flo) = 22 + 3, f(4) =0

Wyznacz graficznie i algebraicznie wspélrzedne punktéw wspélnych hiper-
boli i prostej.

a‘)y:‘L.’_g)J z+1 b)y:ﬁ—j‘y:3$+7

427

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji ho-
. . - ax+b :
mograficznej f(z) “rd % zaznaczonymi

asymptotami. Rozwiaz réwnanie.
a) f(z) =

b) f(z)=2x—2

) fla) =2+ 4

Test jednokrotnego wyboru

Obydwa rozwigzania réwnania 6”+1385 = z naleza do przedzialu:
A (=12, -7, B. (—8;—4), C. (—5;-2), D. (0;8).
Wskaz réwnanie sprzeczne.

A z+2=1 C.oz+1=2
B.z+2=-1 D.g+1=-2

Prosta y = 22 — 1 przecina hiperbole
Y= g w punktach F i @ (rysunek obok).
Dlugosé odcinka PQ jest réwnas

A o8, C. B
"«/5 95
B. T, D. 5,

2.8. Réwnania wymierne 65



10. Roéwnanie ;C—f_—l = z 4+ m ma dwa rozwiazania dla: 3. Rozwiaz graficznie i algebraicznie podang nieréwnosé. lle liczb naturalnych

A. me (—oo; —4) U (0;0), C. me (—ow;—2) v (0;00), nalezy do zbioru rozwigzan tej nieréwnosci?
y 6 8 2
B. m e (—o0;0) u (2;00), D. me (—0;0) U (4;0). a) 75 =1 c) 773 < —1 e) a1 >1
3 } 9—: z+3
b) =4 < -1 d) =2 =2 f) 253 <0
Zestaw 1 4. Rozwigz nieréwnosé.
a) l(L 23) =0 c) (33(4;4)%) z) o >0 e) .7c2—5m+(63 <0
+3 2-+6)2 224+
11. Ustal,dla jakich wartosci parametru m wykresy funkeji f(z) = 75 oraz (Z+o)(9_7) ey I
g(z) = x + m majg dwa punkty wspdlne. b) =i o S0 d) e 0 f) w=5pg1 = 0
. N dbma 5. Rozwiaz nierdwnosé.
12. Ustal, dla jakich wartoci parametru m wykresy funkcji f(z) = ¥ oraz 2 . - , u
g(z) = 1 — z maja co najwyzej jeden punkt wspolay. a) + < = ”{_4 ¢) =142 e) M < _ +1
4 2 14 _ z4T 2 3 z-3
sma D oomkre sty O M-mic  f Hets o
13. Rozwigz uktad réwnan. >
3_2_94 (SR — 6. Sprawdé, czy przedzial (1;3) jest zawarty w zbiorze rozwiazai nieréwnosci.
Tl ?/- - ]) R y. 2 w24 o _2 44
a) cty=—1 ) :m’=é a) “_JZZO c) LR <0 e)ﬁ.iﬁ%__<2
b L_6T>O d ——r—?—ll——,-<0 f) 22> L
14. Wyznacz graficznie i algeblalczme wspdlrzedne punktéw wspdlnych okregu ) @ 242w ) +ha— ) 16 2 5
@2 +y2 = 25 i hiperboli y = = 7. Rozwiaz graficznie nierdwnosé f(z) < g(x).
‘ 4 N — 3a+T7 . 3x—1
a z) =", glx)=2—1 b x) = ==Ll g(x) = ==
15. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej m ¥ 0 réwnanie: ) f(@) = 325, 9(@) ) f(z) ;) g(=) -

1 1 1

+ Test jednokrotnego wyboru
r—-2 x4+2 m

ma dwa rézne pierwiastki. 8. W zbiorze rozwiazan nierdéwnosci ﬁq < T—lﬁ zawarty jest przedzial:

66

A, (—5;—4), B. (—4;-3), C. (—3;-2), D. (=2;-1).
* ierd §ci wymierne
2.9. Nierownosci Vy ’ 9. Na rysunku przedstawiono wykresy funk- P \ vh o \
Zest cjl f(z) = o7 i g(z) = =. Wskaz zbiér ’ ; 7 )
estaw i rozwigzan nieréwnosci f(x) - g(z) < 0. ‘ 7

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji A (—w0;—2) U (0;2) _ |
f(z) = —%2. Odczytaj z niego zbior rozwigzai B. (=2:0) L (0;2) :
Podanej nieréwnosci. . C. (=2;0) U (2;0)

12 c) =2 <2

rl) 2 ) & 12 D. R\{ -‘7-'}
b) -2 <6 d) 3 <6

2. Rozwiaz nieréwnosé. 10. Z réwnania 3z + 2y + 2y — 6 = 0 wyznaczono y jako funkcje zmiennej .
a) & <0 c) &8> -2 e) —341— =1 Dla ilu argumentéw calkowitych funkeja ta przyjmuje wartosci nieujemne?
a 9y = T : /"" .
b) 431 d) —2 > -3 f) =55 <2 A. dla 2 B. dla 3 C. dla 4 D. dla 5

2. Funkcje wymierne

2.9. Nieréwnosci wymierne

67



Zestaw [l
11. Niech f(z) = 2 — 2. Rozwiaz nierdwnos¢.
a) flz—1)> f(2z—1) b) flx—1)— flz+1) <2
12. Ustal, dla jakich argumentéw funkcja flz) = lff’_ﬁl L gpetnia warunek
flz)e <0; 1).
13. Zaznacz w ukladzie wspdir zgdnvt,h zhiér punktéw (z,y), ktérych wspol-

--q— > . 114

rzedne spelniajg dwa warunki: Li—%ﬂ‘l <z+2 i

14. Dla jakich wartodci parametru 1m podana nierdwnos¢ podwodjna jest spel-
niona przez wszystkie liczby rzeczywiste x?

w24+ (m—2)z+1l—-m -z +\m+9)J+’7l”]
a) —1< g < 2 b) =3 < T < 2

15. Wykaz, ze nieréwnoéé: —25 — i< —i jest spelniona przez wszystkie liczby
ykaz, s ) 5 J P p Y
rzeczywiste x # 2.

*2,10. Funkcje wymierne
Zestaw |

1. Podaj dziedzine funkcji f, upros¢ jej wzér i oblicz f(—2), f(0) 1 f(2), jesli
to mozliwe.

2 - 4 —_—
a) f(a) = Sl ¢) flz) = dltiesunl

3.2 90 r LY v O
b) fle) = riteiss q) f(z) = et

2. Zbadaj, czy funkcje f i g sa réwne.
a’) f(ZU) = 7?41—891’ g(m) = 76171f§
b) f(:l?) 2 ;_2 ( )“‘ C:_q:l?
Q) fla) = gy — 5, 9(@) =
d) f(2) = 331 — 225, 9(2) = GroE

68 2. Funkcje wymierne

3. Wyznacz dziedzing funkcji h(z) = f(z) - g(z). Uproéé wzér tej funkcji

i podaj jej miejsca zerowe.

a) flz) = E=3)@+5) o) = _g42

'c‘——4 2225
4 2 .2,
b) f(z) = — =5 Y g(z) = r1+§m
N 2 —

c) flz)= ,,Ef — 555, g(z) = S525EL

: _ _a’+3z—d : 822 +8
d) fz) = FE5EAs, g(x) = Lol tsl
Na rvsunku przedstawiono Wylu esy funkcji Ly I \ ¥

flz) = = 1) e —1ligz) = 4T 4 Odczytaj
z wykreséw, dla jakich ar 0umentow.

a) flz) =3,

b) g(z) <0

¢) f(z) —g(@) <0

Test jednokrotnego wyboru

5.

Ktéra z podanych funkeji jest réwna funkeji g(z) = z + 17

A fi(e) = 2t C. fa(x) = etiipetl
Foln) = 2042224 e

B. fa(w) = =22 D. fa(w) = g

Na rysunku 1312ed°tawiono wykres funk- v Lo

cit f(z) = ;5% Wskaz zbiér rozwiazan f ) \ ‘

nieréwnogei (22 + 2z) - f(|z]) < 0. o ' :

B. (0;2) T % PX

C. (=2;0) U (0;2) : \ \ L

Ile wspdélnych miejs : aje j = @2-0)@-1)(@-3)
y jsc zerowych maja funkcje f(z) = =13 z=3)

i gl = Lt T

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3

2.10. Funkcje wymierne

69



Zestaw [l

ponizej przedstawiono ich wykresy.

Pl — _EE—4T
2_ 2.y  op—a? o fz) = 13-
8. Dane sa funkcje: f(z) = l;f:%, g(z) = &1, h(z) = 2575 . Na rysunkach

13. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji

2

a) Podaj dziedziny i zbiory wartodci funkcji

P i | g(x) = flz +2) — 21 hx) = f(l=).

b) Ile rozwiazaii ma réwnanie |f(z)| = 47 -

¢) Dla jakich wartosci parametru m réwnanie

|f(x)] = 22 ma dwa rozwiazania?

14. Wykaz, e zbiorem wartosci funkeji f(z) = 3{}1—‘1 jest przedzial (—1;1).

I

S R |

®

*2.11. Réwnania i nierownosci z wartoscig

L lagded it e et ierd bezwzgledna
Dopasuj do kazdej z tych funkeji jej wykres. Podaj zbidr rozwigzail nieréw-
nosc: ’ h(x) ‘ Z@@ﬁ&w B
a) f(z) <0, b) g(z) - h(z) =0, ) = 0

. N 224 (m-r1)a+m Yo, Pad 14 ATie
9. Dla jakich wartosci parametru m funkeja f(z) = UL g ma doktad- 1. RozwigZz rownanie.
. IR - 3 6
nie jedno miejsce zerowe? a) g = 1 d) w55 = me+s
- ey aPme2otmt? . b) i =4 e) |1z=0| =4
10. Dla jakich wartosci parametru 1m funkcja f(z) = —Zz—2utm 1}'?1?‘ dwa ) ) |2= |
rézne miejsca zerowe, a iej dziedzina jest zbiér liczb rzeczywistych’ N | 8=2] =1
‘ ¢) B=id T T2 pran el
| [ l=+2]
iaki S odei parametrow a i b funkcje f i g sa rowne! N .
11. Dla jakich Wa,lt;)sm pare ! ) 2. Rozwigz réwnanie.
a) f(2) = p=aimn 9(%) = wmraa—s 8) iy = Q) pip=2-1
\ 5 T T
1 _ z2+b
b) f(x) = 755 g(w) = Brzi4atl b) 1___’__3_!__ =3 6) ’2—]:1]: _
P b _ _z-8 T S
0) f(@) = 3% + 555 900) = Fo Q) iy =@ g =2
b _ 2243212 v e
d) flz)=1+2+ 50 9(2) = 05 o
3. Rozwiaz nieréwnosc.
i X L. ceoproN . xi—2z—8 sonacy e :
12. Podaj dziedzing i miejsca zerowe funkeji f (m)<— ’(1x1~\2)m' Wyzuacz jej 2) |2x3— 5> 1 d) |5;1E;- o< 8
s . s . P vz i —4:—1>. :
wartoéci najmniejsza i najwieksza w pr zedziale P 5 4 3
jmniejsza 1 1a) b) g2 =0 €) =3 —3 S ooa — 2
2 1 : [ | 1
) wE <3 ) oot~ G0 = 6

. . 2.11. Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwz, dn 71
70 2. Funkcje wymierne Réwnania rownodci 7 wartoscig bezwzgledna |




4. Uzasadnij, ze podana nieréwnosé jest sprzeczna.
|z+3|

. 3 ‘
a) |m33[+2 o 3I+1 b) mSO c) T4 =2
5. Rozwigz nier6wnosé. i
a) |5t <4 o || <1 o) |£54] > 0
) 3 oA 5
b) 2] <0 d) @21 2 B D <

Test jednokrotnego wyboru

6. Ktoére z podanych réwnai jest spelnione przez co najmniej jedna liczbe

catkowita? .
5= 4 Y et =2 D. 2 =1
A i =2 B. =g = ! Co @ T3+ 1]
7. Ogznaczmy przez X zbidr rozwiazan nieréwnosci l l < 1. Wéwezas zbior

Xn <——\/5; \/—) jest rowny: B \
A. <——\/5; 1>, B. <—-\/5; 2>, C. <——2;’\/5>, D. <71;-\/5/.

. : s sh 2 1 9
8. Ile liczb 11aturalnych mniejszych od 10 spelnia niero6wnosc 7] < (05—’
A5 B. 6 C. 7 D. 8

Zestaw [l

9. Zaznacz na osi liczbowej zbiér AN B.

a) A:{meR = <0},B {q e R: 2 >2}

: 6l<n)
b) A= {zeR:jo—1> 8}, B={zck: 12— o<1}
10. Rozwiaz graficznie podwdjng nieréwnosc.
P 3a2—06 oy
a) —3< 2l <3 b) —3 < A=t <3 o) —3< 30«3

11. Rozwias nier6wnosc.

Jo-+1] .
2 a1 s L L=t — 2 C
a) 323 < Jard] b) <7 )

12. Rozwiaz nieréwnosc.

-~ . a2 —d|w]+4
a,) iTlfa%:"T <1 b) 22 4-52+6 >0

2. Funkcje wymierne

13. Rozwiaz réwnanie graficznie i algebraicznie.

PO E R 3lzl—2 _ 3lzl+1 _
2) fais =3 b) ot =4 ©) Tt =2

14. Podaj liczbe rozwiazan réwnania TﬂT-F_%Tﬁ = ma w zaleznosci od wartosci
parametru m.

15. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie z2 — mx - m — 1 =0 ma dwa
rézne pierwiastki z1 1 o spelniajace warunek B M 1+ 1®2| = 27

16. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 15—_%—2—1 - 1' = m ma dwa pier-
wiastki nalezace do przedzialu (—3; —1>?

2.12. Wyrazenia wymierne — zastosowania (1)
Zestaw |

1. Liczbe ]JT zapisano w postaci ulamka skracalnego, ktérego mianownik jest
0 546 wiekszy niz licznik. Wyznacz ten ulamek.

2. Cyfra dziesigtek liczby dwucyfrowej p jest o 2 wigksza od cyfry jednosci tej
liczby. Jezeli w liczbie p przestawimy cyfry, to otrzymamy liczbe, ktérej
iloraz przez p jest réwny % Wyznacz liczbe p.

3. Suma pewnej liczby i jej odwrotnodci jest réwna 2,9. Wyznacz te liczbe.

4. Licznik pewnego ulamka jest o 1 wigkszy niz jego mianownik, a sam ulamek
jest o 0,45 wigkszy od swojej odwrotnosci. Wyznacz ten ulamek.

5. Beata poprosila kolezanki o pomoc w wypisaniu 72 zaproszet. Poniewaz
dwie z nich nie przysztly, kazda z pozostalych dziewczat musiata wypisaé
o sze$é zaproszen wiegcej, niz zaplanowala Beata. Ile 0osé6b wypisywalo
zaproszenia, jezeli wiadomo, ze kazda z nich wypisala ich tyle samo?

6. Wilasciel sklepu ogrodniczego kupil jednakowe sadzonki drzewek za fgczng
kwote 294 z}. Posadzil przed sklepem trzy drzewka, a pozostale sprzedatl
za 324 zl z zyskiem 4 zl za kazde z nich. Ile zaplacil za jedna sadzonke?

7. Pompa o wiekszej wydajnosci opréznia pelny zbiornik w ciggu 8 godzin.
Pompa o mniejszej wydajnosci opréznia go w czasie trzy razy diuzszym,
1iz trwa opréznianie zbiornika przez obie pompy pracujace jednoczesnie.
Ile czasu oprégnia zbiornik pompa o mniejszej wydajnosci?

2.12. Wyrazenia wymierne — zastosowania (1) 73
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Test jednokrotnego wyboru

8.

Zestaw [

10.

11.

12.

13.

2.

“testéw kazdemu z egzaminatorow?

Liczby = iy, gdzie z > Y, 83 odwrotnosciami kolejnych liczb naturalnych.
Suma liczb z i y jest o 0,4 wieksza od ich iloczynu. Jaki procent liczby z
stanowi liczba y?
A. 40% B. 60% C. 5% D. 80%

Dany jest ulamek u; = 1”{—4, gdzie @ > 0. Jezell jego licznik i mianownik
zwiekszymy o 8, to otrzymamy ulamek ug 0 % mniejszy od ulamka wug.
Suma ulamkéw i 1 ue jest réwna:

13 1 9
A. %7 B. ) C. 4 D. 4°

Dwie kopiarki o réznej wydajnosci, pracujac jednoczesénie, skopiowaly pewng
liczbe ulotek. Skopiowanie tylu ulotek zajetoby pierwszej z nich trzy razy
wiecej czasu, a drugiej — o 4 minuty wiecej. Jak dlugo trwalo kopiowanie
ulotek?

Pan Nowak zebral potowe plonéw wlasnym kombajnem. Potem poprosil
o pomoc syna i dalej pracowali razem, uzywajac dwdch maszyn. Zebranie
plonéw zajelo Iacznie 10 godzin. Gdyhy ojciec i syn od poczatku pracowali
razem, trwatoby 8 godzin. Ile czasu zajeloby samodzielne zebranie plondéw
panu Nowakowli, a ile — jego synowi?

Dwoéch egzaminatoréw, pracujac jednoczesnie, sprawdzilo wszystkie testy
w ciggu 12 godzin. Gdyby najpierw pierwszy egzaminator sprawdzil polowe
testéw, a potem drugi — pozostala cze$é, praca zajelaby im 25 godzin.
Jle czasu zajeloby samodzielne sprawdzanie wszystkich testéw kazdemu
z egzaminatorow?

Dwéch egzaminatoréw sprawdzalo testy. Pierwszy rozpoczal praceg o 800
a drugi — dwie godziny péznie]j. Do 14% sprawdzono 55% testéw. Egzami-
natorzy skonczyli prace jednoczesnie i wtedy okazalo sieg, ze obaj sprawdzili
tyle samo testow. Ile czasu zajeloby samodzielne sprawdzenie wszystkich

Funkcje wymierne

2.13. Wyrazenia wymierne — zastosowania (2)

Zestaw |

1.

7 miast A i B oddalonych od siebie o 210 km wyjechaly jednoczesnie
naprzeciw siebie dwa samochody. Poruszaly si¢ ze stala predkoscia i minely
sie w odleglosci 90 km od miasta A. Oblicz predkoéé kazdego z nich, wiedzac,
ze jeden jechal o 15 km/h szybciej niz drugi.

Rowerzysta przejechal pierwszy odcinek trasy liczacy 25 km w czasie dwa
razy dluzszym niz drugi odcinek, ktérego dlugoéé wynosita 15 km. Oblicz
$rednia predkosé rowerzysty na drugim odcinku, jesli byla ona o 2 km/h
wieksza niz jego érednia predkoéé na pierwszym odcinku.

Trase o dlugosci 144 km samochéd przejechal w czasie o godzing krétszym
niz motocykl. Oblicz érednia predkosé kazdego z pojazdéw na tym odcinku,
jeéli érednia predkoéé samochodu byta o 24 km/h wieksza niz $rednia
predkoéé motocykla.

Odleglosé kolejowa miedzy miastami A i B wynosi 210 km, a odleglos¢
drogowa miedzy nimi jest réwna 175 km. Pociag wyjechal z miasta A do
miasta B o godzine pééniej niz autobus. Przebyt cala trase ze $rednig
predkoscig o 40 km/h wieksza niz wynosilta érednia prekos¢ autobusu
i dotar! do miasta B o 10 minut wczeéniej. Oblicz $rednig predkoédé kazdego
7 pojazdow.

Test jednokrotnego wyboru

5.

Rowerzysta pokonal trase 60-kilometrowego rajdu ze érednig predkoscia v.
Gdyby jego srednia predkosé byla o 3 km/h wigksza, przejechalby te trase
w czasie o godzine krétszym. Ile czasu zajeloby mu przejechanie trasy rajdu
ze érednia predkodeia v + 6 km/h?

A. 3 godziny 10 minut C. 3 godziny 20 minut

B. 3 godziny 15 minut D. 3 godziny 45 minut

Predkoéé wody w nurcie rzeki wynosi 2 km/h. Plynac z pradem, kajakarz
pokonal trase o dlugoéci 16 km w czasie o 2 godziny krétszym, niz zajela
mu droga powrotna w gore rzeki. Ile czasu lacznie plynal kajakarz?

A. 4 godziny 30 minut C. 6 godzin 30 minut

B. 6 godzin D. 8 godzin

2.13. Wyrazenia wymierne — zastosowania (2)
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7.

Samochéd przejechal dwie trzecie trasy liczacej 360 km ze stala predkoscia v,
a pozostaly odcinek trasy przebyl z predkoécia o 30 km/h wigksza. Ile
czasu jechal z predkoscia v, jesli pokonanie calej trasy zajelo mu 5 godzin
i 20 minut?

A. 4 godziny C. 4 godziny 30 minut

B. 4 godziny 20 minut D. 4 godziny 40 minut

Zestaw E

8.

Samochéd dostawczy wyjechal z miasta A do miasta B. Dotarl do celu i po
15 minutach postoju wyruszyl w droge powrotna. Lacznie przejechal 160 km,
a cala podréz zajela mu 2,5 godziny. Oblicz érednig predkosé samochodu na
trasie z miasta A do miasta B, wiedzac, ze byla ona o 16 lkm/h mniejsza
niz $rednia predkosé, z jaka poruszal sig w drodze powrotnej.

Aby dotrzeé¢ do szlaku rowerowego, turysta przejechal samochodem 75 k.

Nastepnie przesiadl si¢ na rower i po 20 km osiggnal cel wycieczki. Podréz
w te strong zajela mu 3 godziny. W drodze powrotnej jechal rowerem ze
$rednia predkoécia o 5 km/h mniejsza, a samochodem — ze $rednia predkoscia,
o0 15 km/h wigkszg niz poprzednio. Caly powrét trwal o 15 minut dluzej niz
droga w tamta strone. Oblicz $rednig predkoéé jazdy samochodem i Srednig
predkogé jazdy rowerem na pierwszym etapie podrézy.

2. Funkcje wymierne

Zestawy powtorzeniowe

Zestaw [

1.

Punkt A(a,b), gdzie a,b > 0, nalezy do wykresu pewnej proporcjonalnosci
odwrotnej. Wykaz, ze punkt B tez nalezy do tego wykresu.

a) B(y&y.b%(a+1)) b) B(UGEL, Je) o) p(Lhtiagptie, car)

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —-% Wryznacz m, wiedzac, ze funkcja f
przyjmuje wartoéci mniejsze od m dla x € (0; %)

W wyniku przesunigcia wykresu funkeji f(z) = £ o wektor ¥ = [-3,1]
otrzymano wykres funkcji g. Zapisz wzér funkcji g, naszkicuj jej wykres
i okredl przedzialy monotonicznosei, jezeli:

a) funkcja g przyjmuje wartoéé 2 dla argumentu z = 3,

b) miejscem zerowym funkcji g jest liczba z = —7.

Wykres funkcji f przesunigto o wektor & = [p,¢| i otrzymano wykres
funkcji g. Wyznacz:

a) wzor funkeji g, jesli f(z) = ——%i—, p=—2,¢=06,
b) wzoér funkeji g, jesli f(z) = 5§_3 +1,p=2qg=-3,
¢) wspbhzedne piq, jesli f(z) = '%, g(x) = ;_%_Z + 2,

d) wezor funkcji f, je$li p = —3, ¢ = =5, g(z) = 92;‘:’1 -0,5.

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji

homograficznej f(z) = £4¢.

a) Wyznacz a i b.

b) Odeczytaj z wykresu, dla jakich argumen-
téw funkcja f przyjmuje wartodci mniej-

sze od 3. s —5— :
P 4 . : i : ! k N X
¢) Rozwiaz réwnanie (f(z))? = 4. . ‘ // /L i
d) Rozwiaz réwnanie f(z) = f (%) o N

Wyznacz réwnanie hiperboli przechodzacej przez punkt P, ktérej osiami
symetrii sa podane proste.

a) y=a+4,y=2-—z, P(-2,-1)

Dy=z~1,y=7—z, P(7,2)

Zestawy powtbizeniowe
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7.

10.

Zestaw {1

11.

12.

13.

78 2. Funkcje wymnerne

Podaj wzér funkeji homograficznej g, ktérej wykres przecina o§ OY w punk- 14.

cie A i ma ten sam érodek symetrii co wykres funkeji f. Naszkicuj wykres
funkcji g.

a) f(z) =
b) f(=z)
¢) fla) =

Wyznatz dziedzine i miejsca zerowe funkeji f.
) 2% G+ L) — 21
a) f(z) = 557 + 376 ) fla) ==

b) f(z) = 25 — 1(1)?4 d) fz) = ;¥

3246 A(0,-2) 15.
42 A0, —4)

) A(O7 J‘)

.1.—-1
x—1

Wykonaj dzialania. Wynik przedstaw w ncl]l\lOStbée_] posmm

17.

Rozwiaz réwnanie.

a) 22 =3

18.

Rozwiaz réwnanie.

x4-4

a) m__fb-l?}__:[

-1

C . 19.
Rozwiaz réwnanie.

1 2 2
a> B—dz] — 42 b) ‘71‘

Rozwiaz nieréwnosé.
T > 0 d) 2 -
1

a)
b)

C) 2

x4

VoV

20.

Rozwigz nieréwnosé.

2) g > 3 b) 2 > 1tk 9 @ st
Wyznacz dzigdzing funkeji f.

0) 1) =/ +\/m

Rozwiaz graficznie nieréwnodé f(x) = g(z).

a) flz) =%, g(a) =z +1 o flz

b) flo) = 5%, 9(a) = 505 +1 d) flz)=

Na 1ysunku przedstawiono W} kres funkeji

flz) = 1? “’4 Rozwigz nierédwnoéé

2) f(x) < =5,

b) f(z) < |5 (@), N
c) f(z)-(x—2)=0, !

d) flx)-(2— a)x < 0. ‘ :

Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
f(2) = m ma dwa pierwiastki réznych znakéw?

8) flw)=4- b) fla

4—x

¢) flz) =42,

2
|a—1

Dana jest funkcja homograficzna f(x) = "7;%}, gdzie m # 1.

a) Naszkicuj wykres tej funkcji dla m = —2. Odczytaj z niego, dla jakich
argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci wigksze od b

b) Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f jest rosnaca
w kazdym z przedzialéw (—oo;m) i (m;c0).

- L. P ‘ . Degp— 2
Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych rownanie ‘%—f] = 2m+ 3 ma

dwa rézme pierwiastki wicksze od 1.

Dla jakich wartosci parametru m punkt wspoélny pr ostych 3z —my —2=0
iz —3y+ 1 = 0 nalezy do zbioru A = {(z,y): veR,ye R,a+y > 1}7

Zestawy powtérzeniowe
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22.

23

24.

25.

26.

Uzasadnij, ze podana réwnodéé zachodzi dla dowolnej liczby - € R\{—2,2}.

T 2. T
m+2—m“2-—m 2+

Uzasadnij, ze podana réwnosé zachodzi dla dowolnej liczby x # 0.

54a)2 (5—a)>

! 'g;ﬂ) =d+= 5:1:)
WykaZ, ze dowolne liczby rzeczywiste z iy, gdzie 2% —y? # 0, spelniajg
podang, réwnosc.

Y L =
2—y)  2(x+y) z

- 2y
T = .->$,}2
LY

Po modernizacji odcinka linii kolejowe] o diugoéci 360 km éred‘nia pr@dk’os’,'é
pociggu pospieszncgo na tej trasie wzrosla o 30 km/h, a czas jazdy skrécil
sie o godzine. Z jaka érednia predkoécia pociag przejezdzal te trase przed
modernizacja?

Ksigzka ma 216 stron. Konrad czytal codziennie po tylg samo stron i.slfoﬁ—
czyl ksigzke o jeden dzien wezeéniej niz Stag. e dui Stas czytal ksiazke,
jeéeli kazdego dnia czytal o trzy strony mniej nig Konrad?

Zestaw E_B

27.

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji postaci g(z) = f(lz]), gdzie f
jest f'unkcj@ homograficzna. Podaj wzor funkcji g. Naszkicuj wykres funkeji
h(z) = | f(z)| i wyznacz zbibr rozwiazai réwnania g(z) = h(2).

GO S 4 RIS B b) \Y l

i — : i . ol 1
- ; g :} i 9+ — (I : ‘
: - \\ DL i i
o ‘
e\ . !
28. Rozwiaz graficznie uklad réwnail.
azy+2y—ax=0 . zy=x-+3y+3
a) ) b)

80

z+y=0 zy = 4w —6

2. Funkcje wymnerne

29. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych dziedzing funkcji f jest zbiér
liczb rzeczywistych.

a) f(z) =55
b) f(x) =

z —3ma?42
C) f(gb) — \/ mzx?—6ax+m—=38

(m-+1)z2=dmzrm+1
a2 -dz+m+1

30. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (2m—1)z2—(m+2)z+2m—1 = 0
ma dwa rézne pierwiastki dodatnie?

Wyznacz wartodci parametru m. dla ktérych pierwiastki 1 i 2o réwnania
2 2 ini
x* — 2mz + m* — m = 0 spelniaja warunek -9-01—1 + % =1m.

Dane jest réwnanie 2 + 4ma + 4m = 0. Funkcja f kazdej wartoéci parame-
tru m, dla ktérej to réwnanie ma dwa rézne niezerowe pierwiastki x1 i 9,
przyporzadkowuje warto$é sumy 1—11; + :c-lg Podaj wzér tej funkcji i naszkicuj
jej wykres. '

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie |z + 4] = =

e s Ma
dwa rézne pierwiastki ujemne.

Dana jest funkcja wymierna f(z) = x25+ 5+ l’ist‘%
a) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartodé 27

b) Wykaz, ze najmniejsza wartoscig, funkeji f jest liczba 2.

Zestawy powtdrzeniowe
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7. Oblicz wartoéci funkeji trygonometrycznych kata o zaznaczonego na ry-
sunku kolorem.

*3. Funkcje trygonometryczne

a) \p Y} b) Y c) v
o " B g3 N7
+3.1. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata | PN
° © i 1 . ) /O."\ « 1
a0 o X \9, X
Zestaw | E | 45°
N | o L -1 o P

1. Cazy istﬁieje tréjkat prostokatny o kacie ostrym o spehiiajacym podane = o) T =

warunki? -

8) sina = % ,cosa = % ; 8. Oblzi(; Cj?\fartoé:ci funkeji t}ryg;gginetrycznych podaneg;l (l){jl.ta.

2 L B a 3 C 4
b) tga =g, ctga =3 : ) 225 b) )
c) sina =12, tga = 2

9. Czy istnieje kat B spelniajacy podane warunki? Jedli tak, to w ktérej

2. Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych a i b. Oblicz wartosci ¢wiartce ukladu wspélrzednych znajduje sie jego ramie koficowe?

funkeji trygonometrycznych kata o lezacego naprzeciw boku a, jesli: a) sinf = %, cos B = — %
a) a=12,b=75, b) a=6,b=28, c)a=7,b=9. b) COSBz%’,tgﬁ:g—
¢) sinff=—% tgp8=1%

3. Oblicz obwéd tréjkata przedstawionego na

rysunku obok, wiedzac, ze: b a Test jednokrotnego wyboru

a) a=5,cosf =1,

~ , .
b) b=3, tga =2 a - B 10. Jezeli punkt P (—é— ~-§-) nalezy do ramienia koncowego kata a, to sinus
, _’ 4 kata o jest réwny:
¢) ¢=10, c‘tga— ;; A 3D B. —2VI3 C. —3yI3 D. —3VI5
d) b=12, sina = §. 3 13 26 52
. U e Tae, N , X — 29
; dndel keii trve etrveznych kata a, jedli do jego ramienia 1. Ktéry punkt nie nalezy do ramienia koiicowego kata «, jesli cos o 57
4. Oblicz wartodci funkcji trygonometryczny ) AP _ ) . i
koricowego nalezy punkt P. . P32, ) . (_ ’_,2_)
a) P(3,2) c) P(=3,-1) B. Q(~%5,-2) D. 5(—%£,2)
b) P(—4,5) d) P(5,-2) _
- . ) o v iedlis 12. Punkt P(z,y) nalezy do ramienia koiicowe-
, 0 ales lo ramienia koiicowego kata «, jesli: ) ;
5. Wskaz dowolny punkt nleezegcy dor 2o kata o (rysunek obok). Jedli tgor = — %
2) sinoz:%,cosa:—v 3 i |OP| =2, to: @\ X
b) cosa = l}, tgaw = —+/15, A o= 3'\5/5, C. z =+/5, ~
¢) sina = —%, ctga = 3. B ogp=%46 D. 7= 6/8 P(z,7)
=, o e
6. Zbuduj kat «, jedli:
. (o)
a) sinc = 0,4, a € (90%;180°), b) tga = 6, a € (180°;270%).
82 3. Funkeje trygonometryczne 3.1. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata 83




Zestaw [l

13.

14.

15.

Sprawd#, czy dowolne katy o i 8 nalezgce do przedzialéw o € (90°;180°)
i 8 € (180°;270°) spetniaja podana nieréwnosc.

B
a) sina > tg c) tga+ctghs <0

b) sinaw+cosB <0 d) tgfd <tga

Zbuduj“kat o i wyznacz wartodci pozostalych funkeji trygonometrycznych
tego kata. Rozpatrz dwie mozliwosci.
a) sinae = 0,5 c) tga =3

b) cosa = 2 d) ctga = —5 Y
W okrag o érodku O(0,0) wpisano pig-
ciokat foremny, w ktérym dane sa diugo-

éci odcinkdéw h = 1/-51:@—/5 i H =4/ -518\/-5

(rysunek obok).

a) Uzupelnij tabelg. N

|40 | 2160 2880

3 o720
sin& : e
tga
ctga

b) Narysuj odbicie symetryczne tego pieciokata wzgledem osi OY, a na-
stepnie uzupelnij tabelg.
o . 36° | 108°  252°  324°

i

sino l

cos ¢

tg o

16. Oblicz.

1 - N0 5O E
—1 -4 . V2tg150%-ctg315° (1 _ /T aoe o
(3)" + (%) 2)~0082 135° - sin 240° + YL LERT - (4 — /3 cos 330°)

3. Funkcje trygonometryczne

*3.2. Kat obrotu

Zestaw |
1. Podaj przyktady trzech réznych katéw, ktérych ramie koficowe pokrywa,
sie z ramieniem koncowym kata .
a) a=31° b) a=123° ¢) a = 1000°
2. Wyznacz kat 3, jedli do jego ramienia konicowego nalezy punkt P(5, —5)
oraz:
a) (e (—=720° —360°),
b) B e {1800%;2160°),
¢) B e (3000°; 3360°).
3. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych polozenie ramienia koncowego kata a.
Podaj wartosci funkeji trygonometrycznych tego kata.
a) a = T780° b) a = —-930° ¢) a = 765° d) o= —585°
4. Oblicz.
a) sin(3 - 360° + 60°) b) cos(--5 - 360° + 30°) c) tg(4 - 360° + 45°)
5. Zapisz miarg kata w postaci k- 360° + a, gdzie k € C oraz a € {0°; 360°).
a) 403° b) —534° c) 861° d) —844°
6. Oblicz.
a) sin 1935° d) cos3630° g) ctg(—315°)
b) sin(—1485°) e) tg600° h) sin 2880°
c) cos(—1035°) f) tg(—420°) i) ctg2850°
7. Wyznacz kat « i podaj wartodci jego pozostalych funkcji trygonometrycz-

nych, jesli:

a) sina = %2 { ae (360°%450°), ) tga = —+/3 i ae (—450°% —360°),
b) cosa = -——%— iae(450°;540°%), d) ctgar =11« e (—720° —630°).
Oblicz.

a) 3sin(—840°) — 4 tg 1500°
) sin 675° + 2 cos 1170°

tg(—150°) - ctg 390°

4 cos 750° — 3sin(—540°) )
ctg(—450°) + tg 390°

d) cos(—420°) + 2sin(—1620°)
e) 4 cos(—810°) — 3sin 1215°
sin 600° 4 cos 720°
sin 600° - cos 810°
sin(—150°) — cos 540°

c)

3.2. Kat obrotu
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Test jednokrotnego wyboru

9. Sinus kata —2490° jest réwny:

A =3 B. -}, c. 3, 3,
10. Punkt P(—\/?:, 3) nalezy do rarnienia koricowego kata o mierze:
A. —930°, B. —570°, C. 1590°, D. 1920°.
11. Wartos$é wyrazenia sin(—660°) - tg 1140° — cos(—330°) - sin 780° wynosi:
A. 0, B. 3, .1, D. 3.
12. Ramie koncowe kata 2673° lezy w ¢wiartce:
AT B. 1I, C. IiI, D. IV.
Zestaw I
13. Ustal znak wyrazenia cos(c + 180°) - sin(90° — ) - ctg{270° — o), jesli:
a) ae€ (90°;180°), b) « € (180°;270°).
14. Oblicz sume miar wszystkich katéw z przedzialu {0°;500%), ktérych ramig
koticowe jest zawarte w wykresie funkeji f.
a) f(z) = -z b) f(z) =3z
15. Czy wartoéé podanego wyrazenia jest liczba calkowity?
08 30° + cos 60° + cos90° + . .. + cos 870° + cos 900°
16. Podaj wspélrzedne punktu P’, ktéry otrzymamy w wyniku obrotu punk-
tu P(—Q, 2\/5) woké! poczatku ukladu wspolrzednych o kat:
a) 30°, b) —150°, c) 780°, d) —165°.
17. Wieksze koto bicykla ma $rednice 2 m,

a érednica mniejszego kola jest réwna
40 cm. O jaki kat obréci si¢ kazde z két,
w czasie gdy cyklista przejedzie droge
1007 metréw?

3. Funkcje trygonometryczne

*3.3. Miara fukowa kata

Zestaw |

1. Pordwnaj liczby.
a) 3(m—3)iil c) FiZt

b) b7 i 15,7 d) 210,316
2. Podaj miare tukowsg kata.

a) 90° c) 110° e) 15°

b) 75° d) 40° f) 72°
3. Podaj miare kata w stopniach.

a) & c) %w e) -g-ﬂ’

b) ¥ d) im f) Lr

4. Podaj w radianach, ile wynosi suma miar katéw
wewnetrznych dowolnego:

a) tréjkata,

b) czworokata wypuklego,
c) pieciokata wypuklego,
d) szedciokata wypuklego,

e) n-kata wypuklego.

h)

£)
h)

144°
210°

5. Czy punkt P (—4, 4\/§> nalezy do ramienia koricowego kata o?

2
a) a= 3w ¢) a=2Er

b) a=—§r d) a=—ir

6. Jeden z katéw tréjkata réwnoramiennego ma miare

pozostalych katow.

7. Polprosta OA po obrocie o kat 3 pokryla sie z p6l-
prosta OB (rysunek obok). Podaj miare kata 3,
jezeli:

a) B e (0;2m),
b) B e (4m;6m),

c) Be(=2m;0),
d) B e (—8m;—67).

s
4

7. Wyznacz miary

)/'

3.3. Miara lukowa kata 87



8. Oblicz. 16. Od godziny 15.00 wskazéwka minutowa obrécila sie o kqt 287 Ktoérg
a) sin % c) tg %7‘- e) cos %T g) tg %W godzing wskazuje zegar?
5 5 f) ctgdm h) sin i .
b) cos g d) ctggm ) ctgym ) singm 0 17. Kat srodkowy « wyznacza w kole o promieniu 4 cm wycinek, ktorego pole
9. Wyznacz kat «, wiedzac, ze a € {0; 2m), a jego ramie koticowe pokrywa sig | jest réwne 10 cm?®. Podaj miarg tukows kata a.
z ramieniem konicowym kata £. . _ o o
19 . 18. Wyznacz miave hukows kata «, jesli promien okregu jest réwny 3.
2) f=sm d) f=="¢ 8) f=—gm | ) b) )
) 6 =% ¢) f=—2n h) = 10r ; .
c) B= ——-7r f) B= 34— i) 8= —+/b7 ‘ -
10. Oblicz. 3
a) tg Zn c) cos e) cosiir g) sin (——%w) , »
b) sin &n d) ctg (——-49— ) f) tg (-—%—271') h) tg&n .
*3.4. Funkcje okresowe
Test jednokrotnego wyboru
, . . o Zestaw |
11. Miara kata 7°30" wyrazona w radianach jest réwna: \ v / L
A, 1167 B. -'f'rg, C. ;—07 D. 57{1 1. Na rysunku obok przedstawiono wykres 1 ’ a
) funkcji okresowej f: R — R o okresie \ I sl / /
12. Miara kata AOB (rysunek obok) jest réwna 1,5. Y podstawowym 7 = 6. Podaj dziedzinc ! /- ‘ fr : /
Jesli dlugoséé luku APB wynosi 6, to dlugosé od- ° P i zbiér wartosci funkcji f. Wyznacz jej N 1 M. \\ ‘
cinka OA jest réwna: \‘\ miejsca zerowe w przedziale (100; 110). B ”X
A Zm, C. 45, \a
B. 4 D. 3x o / X 2. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f. Odczytaj z niego
’ 2 okres podstawowy T tej funkcji. Oblicz: f(7), f(=19) i f (120
\s}_/ a) . ; B4 IR TS I b) L whl
13. Wartoé¢ wyrazenia cos (-———aw) sin -7r jest réwna: |
V3 G
A 5B, B, 4, c. -4, p. 5. (
Lestaw [I 3. Dana jest funkcja okresowa f : R — R o okresie podstawowym T = 6,
14. Podaj miare hikows kata. okrelona w przedziale (—3;3) wzorem f(z) = |z| — 2. Oblicz:
a) 25°27'06" b) 66°45'30" c) 105°54/45" a) f(6), b) f(21), c) f(—43), d) f(—202).

4. Naszkicuj wykres funkcji okresowej f o okresie podstawowym T = 4,
wiedzac, ze w przedziale {0; 4) wykres ten pokrywa sie z wykresem funkcji g.
a) g(z) =2x -5 b) glz) =2 —dw+1 c) g(x) = |z — 3]

15. Wyznacz miare tukows kata wypuklego, jaki tworza wskazdéwki godzinowa
i minutowa o podanej godzinie.

a) 12.30 b) 17.40 c) 21.05 d) 22.15

88 3. Funkcje trygonometryczne 3.4. Funkcje okresowe
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5. Dana, jest funkcja okresowa f o okresie podstawowym T = 3, okredlona
w przedziale (—2; 1) wzorem f(z) = %+ .
a) Naszkicuj wykres funkeji f dla z € <0; 10).
b) Podaj wszystkie miejsca zerowe funkcji f nalezace do przedzialu {0; 10}.
¢) Oblicz sume wszystkich dodatnich miejsc zerowych funkeji f mniejszych
od 100.

6. Danajest fukcja okresowa f o okresie podstawowym T’ = 5, okreslona
w przedziale (98;103) wzorem f(z) = [100 — | + 2.
a) Naszkicuj wykres funkcji f dla x € {(—5;5).
b) Podaj najwieksze ujemne miejsce zerowe funlkcji g(z) = f(=) — 3.
¢) Oblicz sume wszystkich pierwiastkéw réwnania f (x) = 4 nalezacych do
przedziatu (—5;5).
7. Ustal, ktére liczby @ € (—2;8) spelniaja nieréwnos¢ f(x) < 2, jesli f jest
funkeja okresows o okresie podstawowym T’
w przedziale (0;T) z wykresem funkcji g.
a) T =4, glx)=4-2x
b) T =2, g(x) = (v~ 1)?
C) T:4, Q(T”) = |ZII—'2[ + 2

, a jej wykres pokrywa sie

Test jednokrotnego wyboru

8. Dana jest funkecja okresowa f: R — R o okresie podstawowym T" = 7. Jesli
dla 2 € (—3;4) zachodzi réwnosé¢ f(x) = z? ~ 1, to:
A. fa07) = -1, B. f(1071)=3, C. f(107)=17, D. F(107) = 8.

9. Wykres funkcji okresowej g: R — R o okresie pod-
stawowym T = 3 pokrywa sie w przedziale (—1; 25
z wykresem funlcji f, ktéry pokazano na rysunlku.
Sumea miejsc zerowych funkeji g nalezacych do prze-
dzialu {0; 10) jest réwna:
A. 10,5, B. 11,5,

EY

C. 12,5, D. 135

10. Jedli f: R — R jest funkcja okresowa o okresie podstawowym T' = 3 tor
A T(E)=1(-R) ¢ 7 (3)=1 (%)
B F(2)=1(-%), D. £ (3)=7 (%)

3. Funkcje trygonometryczne

Zestaw 1l

11. Dana jest funkcja okresowa f: R — R o okresie podstawowym T =4
okreglona w przedziale (—2;2) wzorem f (z) = 2. Wyznacz argumenty, dla
ktorych:

a) flz) =1,
12. Na zbiorze liczb calkowitych okreélono funkcje f wzorem:

F 1 dla n nieparzystych
n) =
i) 0 dla n parzystych

b) f(x) =3, c) f(z) <1, d) fz)>2.

Naszkicuj wykres funkeji f. Czy funkcja f jest okresowa? Jedli tak, to
podaj jej okres podstawowy T.

13. Ustal, czy zbiér R\{—3, 3} moze by¢:
a) dziedzina funlkcji okresowej,

b) zbiorem wartosci funkeji okresowe;.

14. Uzasadnij, ze jeéli funkcja f jest okresowa, to funkcja g(z) = af(x) + b,
gdzie a,be R ia # 0, tez jest funkcjg okresowa o takim samym okresie
podstawowym jak funkcja f. '

15. Dana jest funkcja okresowa f o okresie podstawowym T'. Czy funkcja g
dana wzorem g(z) = (f(z))? + 1 réwniez jest funkcja okresowg? Jedli tak,
to czy jej okres podstawowy jest réwny 17

16. Dane sa funkcje okresowe fig o okresach podstawowych réwnych odpo-
wiednio Ty i Ty. Wykaz, ze funkcja h(z) = f(z) + ag(z), gdzie a € R\{0},
tez jest funkcja okresowa. lle jest réwny jej okres podstawowy T),7

17. Wrykaz, ze funkcja okresowa albo nie ma w ogéle miejsc zerowych, albo ma
ich nieskonczenie wiele.

1. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = sinz, gdzie T € {—m; 7). Wskaz argumenty,
dla ktérych funkcja f przyjmuje podana wartosc.
a) 1 b) —1 e) 0 d) —3

3.5. Wykresy funkgji sinus i cosinus 91




! ‘osty sposéb ¥ 10. Ustal, dla jakich calkowitych wartodci parametru k& réwnanie sinz = 1 ma
2. Narysunlu obok po m,}zalno Procty P w przedziale (27; k) dokladnie:
na zapamietanie wartoéci funkcji sinus dla L : . | o
gumentéw: s a) cztery rozwigzania, b) osiem rozwigzai.
ar ; : - ‘
V5 T 5 3 % 11. Oblicz sume pierwiastkéw réwnania nalezacych do przedzialu {(3m; 5.
Sporzadz analogiczny rysunek dla funkecji RGN a) dsinz +1 =3 c) cosz +2cosz +4cosx = 0
cosinus. 20 b) 3 —cosx =4 —2cosx d) 3sinz +1=05—sinz
. N Wekad aretment ; Test jednokrotnego wyboru
3. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = cos, gdzie z € (—m; m). Wskaz argumenty, J 20 Wy
dla ktérych funkcja f przyjmuje podang /vjartosc. ) 12. Prosta 2 = 4 jest osig symetrii wykresu funkcji f(z) = sinz, jedli a jest
a) %‘g b) __9\/.5{ c) 1231 d) —35 calkowitym pierwiastkiem réwnania:
A 23 -2z -3z +6=0, C. 2% -322 -324+9=0,
4. Ustal znak liczby. ) B. 2%+ 222 — 32— 6 =0, D. 23 442 32 —12 =0,
a) sin3 b) cosl c) cos?2 d) cosj
13. Zbiér wartosci funkeji f(x) = cosz nie zawiera liczby:
T AVE-vE BL Cwim Doy
a) sina = —-@ i x e (10m; 12m), -
b) cosz = @ iz e (—6m; —4mn), 14. Ile rozwiazali réwnania sinz = -% nalezy do przedzialu {(—6;6>?
c) cosx = ]3 ize(Tm9m), A 4 B. 6 C. 8 D. 12
d) sinz =01ize{(-13;-9).
) Zestaw I
6. Tle miejsc zerowych ma funkcja f w podanym przedziale?
a) f(z) = sinz, (—3m;3m) ¢) f(x) = cosz, (Tm;17m) 15. Rozwigz réwnanie.
‘ ’ » . . . "C p . NG
b) f(z) = cosw, {~bm —27) d) f(z)=sinz, (0;15) a) sinz = —%2 c) cosz = —1 e) cosz = —§
L . unki b) cosz = */73 d) sinz = /2 f) sinz = —0,5
7. Wskaz najmniejsza liczbe x spelniajaca podane warunki. |
. a) sinzg = Lixe@m3n) 16. Rozwiaz graficznie podane réwnanie.
b) cosz = & iz € {—dm;—2m) a) 222 +1 = cosx b) sinz = —3z
_ V3, . _
¢) cosz =g’ i@ e 10,15 17. Rozwiaz réwnanie w podanym przedziale.
s . L < 1 J—— - . o o 15 - .
8. Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji f. a) sing = sin 5, « € (27; 47) ¢) cosx = cos 7, x € (—m; 7y
a) f(z) =sinz, z € (—3m;—m) b) f(z) = cosz, x € (—m;2m) b) cosz =cos %, x € (—=3m;0) d) sinz = sin l-8971', T el{—2;2)
9. Ustal, dla jakich wartosci parametru a réwnanie cosz = a ma w przedziale 18. Ustal, ile liczb calkowitych z przedzialu (37; 57y nalezy do zbioru rozwigzan
(—27r" 2y dokladnie: nieréwnoéci sin x > cos .
a) dwa rozwigzania, b) trzy rozwigzania.
92 3. Funkcje trygonometryczne
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19.

20.

Dla jakich wartoéci parametru k podane réwnanie ma rozwiazanie?
_ E2+3k+1
cosT = 25
Funkcja g kazdej rzeczywistej wartosci m przyporzadkowuje liczbg rozwig-
zah réwnania

Gy e 2
Sy = L

nalezacych do przedzialu (—m; ). Naszkicuj wykres funkcji g.

o0

*3.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens

Zestaw 1

1.

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = tgz, gdzie z € (—%, 7). Wekaz argumenty,
dla ktérych funkcja f przyjmuje podana wartosc.

a) V3 b) —1 c) 0

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = ctgz, gdzie z € {~m;0) v (0; 7). Wskaz
argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje podang wartosc.

d) -—%‘i

a) L2 b) —1 ) —v3 d) 0
Ustal znak liczby.
a) tg3 b) ctgl c) tg2 d) tg3

Wyznacz x, jesli:
a) tgx = ~§ iz e (10m; 117,

b) ctga = @ iz € (—6m; —5m),

¢) ctgx = /31w e 6m; Ty,
d) tgx =01z e{-9;—6).

Ile miejsc zerowych ma funkcja f w podanym przedziale?
a) f(z) =gz, (~bm; —2m) ¢) f(x) =ctgz, (5m;157)
b) f(z) = ctgz, (—2m;37) d) f(z)=tgz, {0;11)

Wskaz najwieksza liczbe spelniajaca podane warunki.
a) tgz =11z e(—2m3m)
b) ctgz = —1 iz e {(—4dm;—2m)

c) tgx = —‘ég izel0;15)

3. Funkcje trygonometryczne

Oblicz sume pierwiastkéw réwnania nalezacych do przedzialu {(—2m; 7).
a) dtgr —1=3 ¢) ctgx ++/3=4dctgx
b) 3—2ctgr =4 —ctgx d) tgz +3tgz +5tgx = —9/3

Podaj argumenty x1 i xo zaznaczone na wykresie.
a) b)
Y Y
y=tg T
y=ctg z
_E
5 T, T
Zy Q ﬁ Ty X O X
14 !
1
|
1
]
1

I

Test jednokrotnego wyboru

9. Punkt P( T 0) jest érodkiem symetrii wykresu funkeji f(z) =tgz dla:
A. a:%, B. a,:%, C. a=—~%, D. a=~%.
10. Ile spoérdd rozwiazan réwnania tge = % spelnia warunek |z| < %?
A. 67 B. 66 C. 34 D. 33
11. Ktéry z podanych przedzialéw jest zawarty w zbiorze rozwigzan nierdwnodci
tgx — ctga > 07
Q.. ] 3. 8 . 9. ..
A. (»,yr, 1497r> B. (;}W,-Eﬂ') C. (—7r,~%7r> D. (——27\‘, ——27r)
Zestaw I
12. Rozwiaz réwnanie.
a) tgr = —1 b) tga = —V3 c) ctgr =3
13.

i4.

Ustal liczbe rozwiazai réwnania nalezacych do przedzialu (—2m; 2m).

a) tgx = ctga b) tgx =cosx ¢) ctga =sinx

Oblicz sume wszystkich liczb catkowitych z przedzialu (—3; 6) spelniajacych
nieréwnosé tgx > ctga.

3.6. Wykresy funkdji tangens i colangens



15. Rozwiaz réwnanie.
a) tgx =tg§ b) tgz =tg3F ) ctgz =ctgh d) ctgz =ctg " ELus

Funkcje f: D — R nazywamy parzysta wtedy i tylko whedy, gdy dla
kazdej liczby = € D réwniez —z € D oraz f(—z) = f(z).

Funkcje f: D — R nazywamy nieparzysts wiedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej liczby € D réwniez —z € D oraz f(—z) = —f(=).

-

16. Oblicz:
a) sin (—7%), jedli sin {5 = ”rgzﬁ tg (—37), jesli tg 5 = V21,
, d) ctg ( ?“) jesli c‘rg =+/2—1.

:
N

b) cos (—75), jesli cos 15 =

17. Okredl parzystosé funkeji f.

8) f(z) =327 -2 a) flo) = S8
b) flz) =4z +5 e) f(z) = sin® z + sin{z?)
2

c) f(z) =tgz +sinz f) f(z) =a’sinx

*3.7. Przesuniecie wykresu funkcji o wektor
Zestaw |

1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe i zbior wartoéci.
a) f(z) =sin(z — %) d) f(z)=cosz—1
b) f(z) =cos(z+ ) e) f(z)=sin (m+2—’5)—2
¢) flz) =sinz +2 f) f(z)=cos(z—%)+1

2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzing i rownania asymptot piono-
wych wykresu.

a) f(z) =tg(x— %)
b) f(z)=ctg(z+3)
c) flz)=tgx —2

d) f(z)=ctgz+2

e) f(x) =tg (a, — ——) +3

f) f(z) =ctg (m + T) -1

3. Naszkicuj wykresy odpowiednich funkcji i ustal liczbe rozwiazan rownania
nalezacych do przedzialu (0;27).
a) sin (¢ — ) = cos (v + ) c) §+ctgr =tg(z+ §)
b) sin(z+ %) =tg(@+73)—1 d) COS(”L—:G—)——Lg( -35)—4

4 96 3. Funkcje trygonometryczne

. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine, miejsca zerowe i zbiér

wartosci.

a) f(z) = —sinz +2 d) f(z) =2—cos(z+ %)
b) f(z)=1—cosz e) flz) =tg(—z)—1

¢) f(z)=—sin(z—%)+1 f) f(z) = —ctg(—2) +/3

. Naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj z niego, w jakich przedzialach funk-

cja f rodnie, a w jakich maleje.

a) f(z) =sin(z+ %) +2, ze{—mmn)

b) f(z) =cos(a:—%"> -3, ze{0;m)
c) flz)=4~tg(z—5), ze(0; )
d) fe) =ctg(§ —2)+1, ze(-5;0)

. Rozwiaz graficznie podane réwnanie.

a) sin(z —%) =3 c) 2—tglz—%) =1
b) cos(z+ %) +1=0 d) ctg(f —z) =1

. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = cos(z —m) + k. Wyznacz

wartoéci m i k, jezeli |m| < .

a)
b)
1 // oo
4 | I
[ P Y O ' Iy o L 3m ' 211\' 2)(

3.7. Przesunigcie wykresu funkcji o wektor
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Test jednokrotnego wyboru

8. Wrykres funkcji f(z) = sin(x + %ﬂ') — 4 przechodzi przez punkt:

A. P(%,—S), C. R( a0 )7
1N
B. Q(%5,-3%), D. 5(5,—43)-
9. Wykves funkcji f(z) =sin(z + §) + ,) przesunieto o wektor ¥ i otrzymano
ykles funkeji g(z) = cos(z — 1?:—) % Welctor ¥ moze mieé wspdlrzedne:
. ]_—1571—7“ ]7 C. [671-’_1]’
B. [0,—1], D. [Zm,—1].

10. Wykres funkcji f(z) = sin(z — 7) przesunigto o wektor @ = [%w, —~%]
i otrzymano wykres funkcji ¢g. Jednym z miejsc zerowych funkeji g jest
liczba:

2 2 5 71
A =4, B. 7, C. =%, D. &

Zestaw [l

11. Ustal, dla jakich wartosci parametréw o i b funkeja f: ( -3 %> — R dana
wzorem f(z) = sin(z — a) + b:

a) nie ma miejsc zerowych,
b) jest malejaca.

12. Wéréd podanych funkeji wskaz funlcje réwne.
y=tgor y=—tgz y=tg(z —F) y:tg/\—w+3-2-”)
y = ctgz y=—ctgz y=ctgle — %) y=ctg(—z+ )
y = tg(—x) y = —tg(—x) y=te(3 —2) y=—rte(z+%)
y=ctg(-z) y=—ctg(-z) y=ctg(fj-=z) y=—ctg(z+%)

13. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = sin(z + %) Ustal liczbe pierwiastkow
réwnania sin(z + §) = k2% —1 nalezacych do przedzialu {(—m; ) w zalesznosci
od wartosci parametru k.

14. Funkcja f: {0;7) — R jest okreSlona wzorem f(x) = 2 — cos(z — m).

Wyznacz jej wartodci najmniejsza i najwieksza w zaleznosei od wartosci
parametru m € (—=5; 5.

2. Funkcje trygonometryczne

j&~)

Zestaw [

*3.8. Przeksztalcenia wykresu funkcji (1)

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej miejsca zerowe i zbiér wartosci.

a) f(z) =3sinzx
b) f(z)=3cosz
¢) f(z)=—Zsinx

Na rysunku obok przedstawiono
wykresy funkcji:
y=asin(z + §),
y = bcos(z — %),
y = csin(x + ).

Wyznacz: a, b, ¢

d) f(x) = —2cosx —2

e) flz) = 2sin (a — -3)
f) f(z) =1—2cos(x— %)

v

Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej dziedzine.

8) f()=2tgz
b) f(z) = —3ctga
c) f(z)=3tg(z )

d) f(z) =2ctg(z+ )
e) flz)=1—4dtgz
f) f(z) =3ctglz— ) +1

Dana jest funkeja f(x) = acosz. Dla jakich wartosci parametru a:

a) funkcja f przyjmuje wartoéé 3 dla argumentu z = I

3

b) do wykresu funkcji f nalezy punkt P(F,—1),

c) zbiorem wartodci funkcji f jest przedzial (—2;2),

d) warto$é najwieksza funkcji f jest réwna 47

Dana jest funkcja f(x) = ksin(z + %). Dla jakich wartodci parametru k:

a) spehiona jest réwnosé f(%) =3 — f(Q—”),

3

b) do wykresu funkeji f nalezy punkt symetryczny do P( %,5) wzgledem

osi OX,

¢) zbibr wartodei funkeji f jest przedziatem o dlugoéci 3,

d) warto$é najmniejsza funkeji f jest réwna —6?

3.8. Przeksztalcenia wykresu funkgji (1)

99
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6. Ustal graficznie liczbe rozwigzan podanego réwnania nalezacych do prze-
dziatu (0; 7).
a) 2sin(z+ %) = Ttgz —1
b) 2 —3cosz = 2tg(z — §)

7. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 3sin(x — §) + 3. gdzie x € (—m;m),
i odczytaj z niego:
a) miejsca zerowe funkeji f,
b) przedzialy monotonicznogci funkeji f,
c) argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie.

8. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —2 cos(§ — ), gdzie z € (—m; 7y, i odezy-
taj z niego:
a) zbiér wartosci funkeji f,
b) przedzialy monotonicznoéei funkeji f,
¢) argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartodci niedodatnie.

Test jednokrotnego wyboru

9. Punkt P(,10) nalezy do wykresu funkcji f(z) = acos(x — §) dla:

A. a=-20, B. a=—~—-20§/g, C.a= f"io—g\ﬁ, D. a=20.
] P P TS (T, T
10. Zbiorem wartoéci funkeji f(z) = —$atg(z + §) o dziedzinie D= (-%F%)
jest przedzial (—-oo; —\/g), jesli:
A.a=-6,  B.a=-3 C. a=3, D. a=26.

. . . 7 N L .
11. Dana jest funkcja f(z) = nsinm, gdzie = € (%,—375) Niech A bedzie

zbiorem wszystkich liczb naturalnych dodatnich n, dla ktérych funkcj;a f
przyjmuje jedynie wartoéci mniejsze od 9. Tle liczb nalezy do zbioru A?

A. 10 B. 9 C. 8 D. 6
Zestaw [l

12. Ustal, ile rozwiazan nalezacych do przedziatu {0; 7) ma podane rownanie
w zaleznodci od wartoéci parametru m.

mzcos(ﬂc—l—%l)=2m+1”008($+2§£)

3. Funkcje trygonometryczne

13.

1.

Do rozwigzania réwnania 2sinz = 22 uzy- Y

jemy funkcji pomocniczych f(z) = 2sinz f
i g(z) = 22 (zob. rysunek). Wykresy tych g 14
funkcji przecinajg si¢ w punktach o odcie-
tych z1 1 9. Wartodé r; mozemy wyzna- ; : 1(\\

czy¢ dokladnie: 1 = 0, a warto$é o bez
przeprowadzenia dodatkowych obliczent mo-
zemy jedynie oszacowad:

e (5.0
w2 € (5:3)-
Znajds rozwigzanie podanego réwnania. Wyznacz jego dokladng wartosé
lub — jesli to niemozliwe — podaj jej oszacowanie.
a) —fcosz =z

b) Ssinz=2r-% c) 2sinzx—1=lz—%

Dana jest funkcja okresowa f : R — R o okresie podstawowym T = 4,
okredlona na przedziale (—2;2) wzorem f(z) = x?. Podaj miejsca zerowe
funkeji g nalezgce do przedzialu {(0; 10).

a) g(z) =2f(x) =8 D) gle) = -3f(z—1) ) gla)=—2f(z+1)-3

Na rysunku obok przedstawiono wykres Ly
funkeji f. N
Naszkicuj wykres funkcji h, jesli: j T
a) h(z) =3-2g(x), g(z)=flz+1), 70
b) h(z) =g(2 —=z), g(z)=3f(z) -4, !

c) h(z) = —g(z) +2, g(z) =2f(1 —2).

*3.9. Przeksztalcenia wykresu funkcji (2)

Zestaw

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji: f(z) = sinz, g(z) = sin 2z
i h(z) = sin §. Dopasuj do kazdej z nich odpowiedni wykres. Podaj okres
podstawowy i miejsca zerowe kazdej z funkcji.

Lo ol L

e PN
> ! /Q

3.9. Przeksztalcenia wykresu funkeji (2)
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Podaj okres podstawowy 1 miejsca zerowe funkcji f.
a) f(z) =sin3z
b) f(z) =sin§

) f(z)=—sin%

d) f(z) =2sin7z

e) f{x) = cos2z
f) f(z) =3cos§
g) f(z)=2cosdz

h) f(z) = —cosj

Naszkicuj wykres funkcji f- Podaj jej okres podstawowy i zbidr wartosci.
b) f(z) = cos2(z — %) :

&) 7(@) = 3cos( — §)
¢) f(z) = 2cos(3z — ) £) f(x) = 2sin(§ — 7x)

Na rysunku przedstawiono wykvesy funkcji: f(z) = tgz, g(z) = tg2z
i h(z) = tg %. Dopasuj do kazdej z nich odpowiedni wykres. Podaj okres
podstawowy i miejsca zerowe kazdej z funkcji.

i v ]

i
]
/

f

1 ] 1
| H i i i !
] i 1 1 1 '
] i ] H t 1
1 I ! 1 i 1
i 1 b ' 1 b
] e
/ : : : ' I t '
1 1 i 1 1 1 '
1 1 1 1 ’lr’ i
i i 1 1 /,rl ]
| f i 1 ! ; i
i 1 -
g 1 '
1 1] 1 -
L Ll
A RV S o 0o 1 Jr M X
: 4 [ i 2 4 :
i i i \ !
H 1 ; : '
| e ] { !
P ; Loy
1 t H
| / | L/
: !
1 ! )
+ : |
i ! i

Nagszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe z przedziatu (—m;m).
2) f(z) = tg3a b) f(z)=2tg% ¢) fla) = —ctg(2z — )

=7

Na rysunku przedstawiono wykresy funkeji: f(x) = 2cos %:3, g(x) = % cos 2z

i h(z) = 2cos §. Dopasuj do kazdej z nich odpowiedni wykres. Dla kazdej

7 funkcji ustal, ile jej miejsc zerowych nalezy do przedzialu (107; 157).
R Y

i

3. Funkcje trygonometryczne

7. Dla jakich wartosci parametru a réwnanie f(z) = a ma rozwigzanie?

a) f(z) =—tg(2z — %)
b) f(z) =2tg(5 + %)
c) flz)=1 +tg2:“4#

d) flz)=1- sin(gﬂ' - 23:)
e) f(-’L') e 1_2COS(7T__ g)
£) fla) =2+ ctg W52

Test jednokrotnego wyboru

8.

10.

Okres podstawowy funkcji f(x) = 25111(%7&" - %) jest réwny:

’ 3 2 4
A. 2, B. L_L7T7 C. 23, D. ~§7T
Ile miejsc zerowych ma funkcja f(z) =4cos % w przedziale (0; 157
A0 B. 4 C. 6 D. 8
Na rysunku obok przedstawiono wykres Ly e
funkeji f(z) = sin(Az+ B). lloczyn A- B ‘ ‘ 4 \f i
moze by¢ réwny: , /O A\

4 T T

3 5 3 5
A. g'ﬂ', B. gﬂ', C. 171', D. 177'

Zestaw [

11.

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej wartosci najmniejsza i najwieksza,
o ile istniejg.

a) f(z) =sin(z + |z])

b) f(z) = 3 cos2(jz| — z)

¢) fla) = +g252

. Funkcja g kazdej liczbie a € (0; m) przyporzadkowuje sume pierwiastkéw

réwnania:

l1132—<:<Js,<§z—-2z:u) z—1=0.

4 2
Naszkicuj wykres tej funkeji i odezytaj z niego, dla jakiego argumentu «
funkcja ¢ przyjmuje najwieksza wartos¢. Wyznacz pierwiastki réwnania
odpowiadajace temu argumentowi c.

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f okre-
$lonej na przedziale (—2; 4). Podaj dziedzing funk-
cii g i naszkicuj jej wykres, jesli:

a) g(z) = f(32), b) g(z) = f(4x).

3.9. Przeksztalcenia wykresu funkcji (2)
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14.

15.

Dlugoéé ramienia tréjkata réwnoramiennego wynosi 2. Wykaz, ze pole tego

tréjkgta mozna opisa¢ wzorem P(a) = 2sin(m — 2ar), gdzie a jest miara

kata przy podstawie.

a) Podaj dziedzing funkcji P i naszkicuj jej wykres.

b) Dla jakiej wartodci a pole trojkata jest najwieksze? Oblicz obwdd
tréjkata o najwigkszym polu.

Podaj dziedziny funkcji g(z) = f(2z) i h(z) = f (%r) oraz naszkicuj ich

wykresy, jesli:
) f(x):{aﬁ dlazel-%2 |\ o { (—CLO—-]_)

1 dlaze(2;4)

dla z € (0;2)
dla z € (2;6).

*3,10. Przeksztalcenia wykresu funkcji (3)

Zestaw |

1.

Na rysunku przedstawiono wykresy funkeji f (z) = |sinz| i g(z) = |cosxl.

Naszkicuj wykres funkeji h i podaj jej okres podstawowy, jesli:

a) h(z) = |sin(z — )|,
b) h(z) = |sin(z+3F) I
¢) h(z) = ]cos(:c - %17) J.

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej zbidr wartosci.

a) f(x) = |2sinz| d) f(z) = 1|1 —2cos(~x)]
b) f(z)=|2sinz — 1| e) flz)=2-|sin(-xz)| +1
¢) f(z)=|3cosz — 3| f) f(z)=3 |cosx| -3

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej okres podstawowy i miejsca zerowe.

a) f(z) =3 |sin2z| d) f(z)=—|cos(3z+ %) ]|
b) f(z) = —lsing| e) f(x)=|sin(2z —m)| —2
c) flz)=2-|cos¥| f) f(z) = —|cos2mz|+1

Podaj dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres.

a) flz) =|tgz]+1 b) flz) = ltg 1¢+2)l c) f(st:):~—2!tg(x——:31)'

3. Funkcje trygonometryczne

Dla jakich wartoéci parametru a réwnanie f(z) = a¢ ma rozwiazanie?

a) f(z) = |tg2z]
b) f :L‘) }tg.ol -1
o) f(z) = —lote(2z + 5)|

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f(z) = tg|z|. Dla jakich argumen-
téw funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie?
Naszkicuj wykres funkeji g i okresl jej mono-
tonicznosé w przedziale (0; %), jesli:

a) g(z) =rglz| -1,
b) g(x)
c) glz)= ——tgl% - ml

=tglz — 37|,

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbidér wartosci.

a) f(z)=sin|z|+1

b) f(z) = —sin|2z| + 2

) flz)=2cos|%| -

Podaj zbiér wartosci funkeji f.
a) f(z) = 4sin|z|

b) f(z)=4-|sin(z -- )] e)

e) f(z)

Test jednokrotnego wyboru

d) f(z) =tg|3 — 2|
—tg 5|+ 1
) f(z) = ctg|nal

d) f(z) =7 - cos|3z|
flz) =tg?z+4
£) f(z) =2Vsin®z —5

Tle jest liczb calkowitych w przedziale (—2m; 27), dla ktérych funkcja

f(z) =sin|z| — % przyjmuje wartosci dodatnie?

Al 12 B.9 C. 8

. Tle miejsc zerowych w przedziale (—; 7) ma funkcja f(z) =

A0 C. 8
B. 4 D.

. Funkcja okresowg nie jest funkcja:

A fl (.73) cos &

Teosz|?
B. fQ,(CU): sin x|

sing ?

D. 4

tgx E
Ttea] 17

nieskonczenie wiele

C. f3(z) = cos|z|,
D. fy(x) = sin|z|.

3.10. Przeksztalcenia wykresu funkgji (3)
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Zestaw I 2.
12. Zbiorem wartodci funkeji f jest przedzial (—1;5). Wyznacz a ib. X
a) f(x):avlsinm|+b b) f(z):acos\?):c—vr!er
13. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej wartosci najmniejsza i najwicksza, 3.
o ile istnieja.
a) f(azy=2cosT — | cos z| c) flx)= |sina| + sin 2|
b) f(z)=|sinz| —snz a) f(z) =tglzl— | tg x|
4.
14. Naszkicuj wykres funkeji f iodczytaj z niego rozwigzania réwnania f(z) = L.
8) fo) = Erd b) f(2) = T
15. Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(z) = ||2sin z| — 3|. Podaj licz-
be rozwigzan rownania f(z) = m naleza-
cych do przedzialu (—mym) W zaleznosci 3.
od wartodci parametru m.
16. Niech g(m) oznacza liczbe rozwigzai réwnania
|sin || — =m
nalezacych do przedziatu (—27; orr). Naszkicuj wykres funkeji g.
6.
17. Naszkicuj wykres funkeji f-

a) f(z)=|sinz +2" | sin ||
b) f(z) = [telel — 1|
o) flz)=|lctgz|+ 2|

¥3.11. Tozsamoéci trygonometryczne

Zestaw |

1.

Wyznacz wartogci zmiennej ,
Wykaz, ze dla tych x jest ono réwne 1.

cost z—sint z
cos_ TSI L
cos? x—sin” @

4
cos? x+sin® T

1—2sin? g _Ccos TEOLL 2
1 C> T—9sin? x cos? &

2 cos? x—1

a) b)

3. Funkcje trygonometryczne

dla ktérych podane wyrazenie ma sens. 8.

Udowodnij tozsamosé trygonometryczna. Wyznacz wartoci zmiennej z,
dla ktérych podana réwnosé ma. sens.

a) Tg_@% zdl +cosw ) sin® rccgisnaﬁ—cgsofxsinw =1

b) LEE = rouhe d) 2+ 15 = e
Wyznacz wartosci zmiennej z, dla ktérych podane wyrazenie ma Sens.

Wykaz, ze dla tych x jest ono réwne sinx cos .

. 2 . 92

sinz fcosz\* _ (sinz—cosx)” 1 ( 1 )
a') ( 2 ) ( 2 ) sin f.L) cosT cos x

Udowodnij tozsamoéé trygonometryczng. Wyznacz wartosci zmiennej x,
dla ktérych podana réwnosé ma sens.

b) (Sin z—

2 Estsns  gr(1totga)  d) gy - SOiEe = cos
1 __ sinzAtg P o Son e 2 = 1
b) 14 5 = ~ e e) sinz +sinzctg’ T = Hrigs
Y 2 ~ cost+igzsinz __ tglk
¢) cosz +cosTE T = 5 f) =0 = —

Udowodnij tozsamost trygonowetiyczng. Wyznacz wartosci zmiennej T,
dla ktérveh podana ré6wnosé ma sens.

" TN el A e , ]v+t23;____j;_g_:1;_
a) (tg”z -+ Deos?a =1 d) ————5—g~1+ctg s =
3 : - . 1-—-2sin’= Vo tga a2
D) cgr tgzr = sin @ COs T e) tgx +ctgx = s~ T
1 —te2a 2. n 1+2sinwcos® )2
c) m—i—f{——QCOb z—1 f) LE=EaT = (1 + tgx)

Wyznacz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycziych kata z.

a) sina;:—é—,:ce(();g-) d) tgr=—T,z¢€ (5

b) sine = -}, 2 = (i 37) ) tgr =3, ve (3m2n)
o coso— Y2 we(dman) 0 we=lee (2nin)

Wyznacz wartodci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata x, jesli:
7 .

a) cosx = itgz <0, b) tgz =2 isinz > 0.

Test jednokrotnego wyboru

Tozsamosécig trygonometryczng jest wyrazenie:

. 9 .
A. sinzcos”x -+ sin?

= . = 9
B. sinzcos? 2 + sin® x = cos” @,

. 9 PR .
C. sinxzcos”x -+ sin® ¢ = sinw,

E .9
3.’1? = sSin~ .

r = COos T,

. 9 .
D. sinx cos” z + sin

3.11. Tozsamosci trygonometryczne
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9. Jesli cosa = —‘/-5{—1 iae (%W;QW), to:
A tga = —1/5 — 24/5, C. tga = —/5+ /5,
B. tga = —/5 — /5, D. tga = —/5 + 24/5.

10. Jesli o € (90°;180°) i tgov = —2,4, to:

G2 _ 200 1o win2 e 160
A. sin®a — cosa = Fs, C. sin®a — cos o = g3,
in2 = 204 sin? o — = 144
B. sin%a —cosa = f, D. sin“a —cosa = {535-
Zestaw
11. Oblicz, wiedzac, ze sinx + cosz = @
a) sinz - cosx c) sin®x + cos® z

b) sin*z + cos* x d) |sinz — cosz|

12. Przeksztalé podane wyrazenie, wykorzystujac tylko funkcje sinz, i oblicz
jego wartoéé dla sinz = %
8,) tga +ctgx
tgx —ctgx
b) cosx+tgz 1
sin ¢ cos © cos?

e )
cos? z sinz cosz
C) 1+tgz+ 1—-tgzx

13. Udowodnij tozsamosé trygonometryczng. Wyznacz wartoéci zmiennej z,
dla ktérych podana réwnosé ma sens.
2 - o2
sin“zx —tger __ 6
a) cos?s —ctgZa tg°z

ind 3
b) sin® z + cos® x

sin? x cos T + cos? x sin x

=tgz+ctgr —1

14. Sprawdsz, czy podana zalezno$é jest tozsamoscia.
a) BELEY. —tontgy, £ T iy iztyknkeC

ctgz +ctgy
2 . 2 - 1 1 - AP g Jorr I
b) Ctg xT Ctg Yy = prraes qu, x % ki Yy #F= KR, ke C

15. Oblicz, wiedzac, ze tgz + ctgz = 3.

a) tg?z +ctga b) tg®x + ctg®x c) |tgx — ctg x|
16. Przeksztalé¢ podane wyrazenie, wykorzystujac tylko funkcje tgux, i oblicz
jego wartodé dla tgx = 4.

) sinx —cosx )
sinx + cos

1
1

sinx -cos
1 —sin® z — cos o

SN cosT
sin? o — cos? ©

3. Funkcje trygonometryczne

*3.12. Funkcje trygonometryczne sumy

i roznicy katow

Zestaw

~q

Korzystajac ze wzoréw poda-
nych w ramce obok, oblicz
sinus i cosinus sumy i réznicy
katow « i B.

a) a=45° 4= 30°

b) o= 180°,58 = 60°

sin(a+ B) = sinacos f+cosasin §
sin(ae— ) = sinwcos B —cos e sin
cos(a+f) = cos acos S —sin asin f
cos(a— ) = cos acos S +sin asin 8

Oblicz.

a) cos 135° ¢) cos(—195°) e) sin (—%’/T g) sin1155°

b) sin 165° d) cos105° f) cos <~—}—%7r) h) cos(—465°)
Oblicz.
a) sin12° cos 18° + cos 12° sin 18° c) sin {5msin 27 — cos S cos 3

4 2

b) sin111° cos66° — cos 111° sin 66° d) cos %ﬂ” cos %—ﬂ' + sin gmsin 7

Oblicz sin(a — ) i cos(e + B), jesli:
a) sina=0,61iae(5;7),cosf=04ip¢€ (%71’;27!’),

b) sina=~2iae (~%;0),tgf=—2ipBe (3m2m).

Wykaz, ze podana zaleznosé jest tozsamoécig trygonometryczng. Podaj
konieczne zalozenia.

a) SinZCu:Eé%‘tExg—% d) ﬁ%ﬁ%:tga

b) cos2a = 5 2% o 22{0}%& e) tg2a = ¥l

c) tg2a=%5§% f) ﬁ’—g;}?ﬁ:lltgactga
Oblicz sin 2« i tg «v, jedli:

a) cos2a=08iae (0;5), b) cos?az—%ia’e(%;w).
Oblicz sin 4o, jedli:

a) COSZ@Z%'QiOJE(W;%W), b) tga:-—?)iae(%ﬂ;%r).

3.12. Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow 109 =



8. Udowodnij tozsamo3d¢ trygonometryczng.

a) sina + cosa =1 - {sin®2a
b) sin® o+ cos® @ = 1 — 3 sin* 2
¢) sin(a + B)sin(a — §) = sin? o —sin® 4

d) cos(a -+ fB) cos(a — B) = cos® o — sin? B

Test jednekrotnego wyboru

9. Tozsamoscia trygonometryczng jest wyrazenie:
A tg2a= 1 —sin 2a C. tg20{: 1 —cos2¢

1+ sin 2a? 1 cos2a?
2 . 1+4sin2a - 2 — 1+ cos2a
B. tg® = =g D. tg" o = 756020

10. Ktéra z podanych zaleznodci nie jest tozsamodcia trygonometryczng?

A. sin3a = —4sin®a + 3sina C. cos3n = 4cos” o — 3cos

. . . 2
B. sin3a =4sina cos? o — sin o D. cos3a = —4sinacos” -+ cosa

11. Jedli cosinus kata ostrego o jest réwny %, to:

3 /6 : 2 n'__/(_)' 1 o
A.cos%:lg@, B.cos%:%, C. cosg =%, D.cos§="F.

N

Zestaw [

12. Sprawd?, czy podana zaleznos¢ jest tozsamodcia trygonometryczng.

.3 i I
sin® x +sindz _ A7 e C
a) cos® & — cos 3x ctgx, T # 27

2 s
cos” 1 . oot KT = C
b) m—4511121, z# g, ke
¢) 1+ 2cosx + cos 2z = 4 cosz cos® §
1 1 __ cos(45%+x) s k7. |
d) Cos2z  ctg2x  cos(45°—x)’ T#E G TG keC

13. Oblicz sin § 1 cos §, jesli:

. 4 - 3
a) sina=—3iae (m;37),

14. Oblicz tg $ i tg2a, jedli cosa = 11300° < o < 330°.

15. Wyznacz tg(a + B) i tg(a — B), jesli tga = a itgf = b. Korzystajac

% otrzymanych wzordw, oblicz:

a) tg15°, b) tg75°, c) tg105°.

3. Funkcje trygonomelryczne

b) ctga = %iae (0; 7).

16. Oblicz tgz i ctgz, jedli tg (z + §) = 6.

17. Udowodnij tozsamosé trygonometryczna. Podaj konieczne zalozenia.

2tg(457 + 2a) = (2 + tg 2a + ctg2a) tgda

18. Drabina oparta o parapet okna na pierwszym pietrze tworzy z powierzchnia

ziemi kat a. Jedli oprze sie drabine o parapet okna na parterze, to kat
nachylenia drabiny bedzie réwny 3, a jej dolny koniec cofnie sig o p metréw.
Wykaz, ze odleglogé d miedzy parapetami okien, wyrazona w metrach,
WYynosi:

sino — sin 3
(Z freng p - — -

cos 3 —cosa’
Oblicz d dla a = 60°, f = 30°1p =3 m.

*3.13. Wzory redukcyjne

Zestaw |

1. Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych.

a) sin %7? d) cos %W g) tg(—;ﬂr)
b) cos & e) cos(—2m) h) ctg(—9r
c) cos %F ) tg %ﬂ i) Sin(—%w)

2. Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukeyinych.

a) cos135° e) cos900° i) ctg1020°
b) cos240° f) sin 1200° j) cos(—315°)
c) sin 150° g) tg600° k) tg(—780°)
d) sin330° h) sin(—1125°) 1) ctg(—1050°)

3. Wykaz, ze podana liczba jest réwna zeru.
a) sin 10° + cos 100° d) cos40° — cos 320°
b) sin 20° + sin 200° e) tg35° + tg 145°
¢) sin 85° — sin 95° f) ctg65° — tg205°

4. Oblicz, wiedzac, ze sinz = 13 1 x € (Z;7).
17 p)
) c) sin(—g—ﬂ‘ + ’C) d) tg(2m — z)

a) sin(m + ) b) cos(z —

[SIE]

3.13. Wzory redukcyjne
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5. Oblicz, wiedzac, 7e cosz = —= iz € (E;m). Zestaw [l
7 _ T to( 1L
a) sin (271' + :a) c) sm(:r ZW) e) g( 2™ tf) 14. Oblicz, wiedzac, ze sin(z + %) = 3 iz e (0; T).
b) cos(bm + ) d) cos( - gﬂ) f) ctg(x. - ‘2‘”) a) sin(m + 2%)
6. Oblicz. b) sin?(z — $7) — cos?(z — T)
a) sin 1005° - sin 15° e) c‘cg(~—zl ) -tg %7[‘ + tg ;51’71 - Cos %7‘!’ c) tg(9m — 22)
- . ° — -3
b) 2sin 330° — 4 cos 675 £) tg - sin 27{ ctg ¢ 6" ccl>s( 3T> 15. SprawdZ, czy podana liczba jest wigksza od
c) sin? 135° — 3 cos® 135° g) sin% 6 - oS C B4 sin § 39 cos { a) 8c0s20° - cos 40° - cos 80° c) tg20° - tg2 70°
2 o, o 3 2OS — . o
d) tg®405° - ctg 330 h) cos % -sin%m — cos 2 - sin 27 b) dsin10° - sin 70° - sin 80° d) ctg80° %
7. Sprawdzc), c?y ZoaChOdZI podana réwnosc. = 16. Sprawdz, czy podana zaleznogé jest tozsamoscig.
a) sin 25° - sin 35 -1 ) tg 30° . tg 40 - tg 50° = d . ) o
cos 55° - cos 65° a) tg’t’—}—tg(§ T ) = —rt—, z# T, keC
) cos40° - sin 50° cos 60° 1 ) tg 359 - tg40° - ctg45° _ \/3‘ cos( .L——g)
05220° -sin230° 2 g 235° - tg400° - tg 570° s+ cig($m+e) y
0092207+ 5in 280 e ® e b) Ctg;(t“i):':m =1—-tgz, a# %75 iz#~7+kmkeC
I_
8. Oblicz: cos 8, tga i tg B, wiedzac, ze sina = —3—2— ia+B=7.
9, Oblicz: cos2a, sin2a i tga + ctg o, jesli: _ >x<:%°'g QEAQ R@Wﬁ'@&ﬂﬁ& @twg@m@meﬁwﬁzm@ («E)
a) sin(180° — ) = ——Q, b) cos(180° — a) = ¥ ¢) ctg(90° + @) = 4
- Zestaw |
10. Oblicz, WledZQC zetga =21ice (0;5).
a) cos(m — @) c) tg(a— %) e) Ctg( Z -+ ) 1. Rozwiaz réwnanie.
b) sin(a - %w) d) COS(%’/T - a) f) cos(a — 7m) a) sin3z =1 d) sin(z —§) = —3 g) 2cos(2z —m) = ~1
b) sin(4z + §) =1 e) cos2z = —1 h) v3cos("3%) = §
Test jednokrotnego wyboru ¢) sin2z = \/73 £) cos(% —z) = 2 i) Vasin TE=1 =
11. Wartoéé wyrazenia sin 300° + cos 600° wyn(\)/s_i: . 2. Rozwiaz réwnanie.
) — f ~ -3 q —1—=v3
A. :Lin._/g’ B. _1‘*2‘\/§’ Q. 1=v3 5 D. 5 a) tgdr =1 C) tg(3$ —}-%) = \/§ e) ctg(-——Qm) =1
12. Jedliae (§;m) isina = %, to: b) tg(2z —§) = —1 d) \/gtgﬁ—zm* =-1 f) ctg(8z — ) = —/3
A. sin(%w + oz) = 3#, C. sin(%ﬂ + cv) = —2‘5/ . 3. Rozwiaz réwnanie.
B. sin({r+a) = AIER D. sin(fr +a) = — 2%, a) sin?2z = 1 c) 4cos® (z+5) =3 ) [vZsinmz|=1
b) 2cos?dr =1 d) tg? ((+m) =3 f) |13tg(% —z)| =/3
13. Dla dowolnego kata o prawdziwa jest réwnosé: ) ) tg (2 ) ) ’ g(@ )l V3

A. sin(f —a) - sin(%vr - oz) =0, C. cos(§—a) +cos<

% 4. Wyznacz najwicksza liczbe ujemna, ktéra nalezy do zbioru rozwigzan
B. sin(§ + a) — sin(%ﬂ -+ a) =0, D.cos(§+a)— cos(%w + o:) =0.

podanego réwnania.
a) |2cos(2z — %)|=+/2 b) ltg 22| =1 ¢) |ctg(Bz - Z)| =+/3

12 3. Funkcje trygonometryczne

3.14. Roéwnania trygonometryczne (1) 113 v



5. Rozwigsz réwnanie. Wypisz jego rozwl

114

azania z przedzialu {273 37,
e) tgd 2z = tg2x

f) 8sin* % =sin

. 3 — A~ .
a) sin?z = 5sinx ¢) cos®z = —4dcosw

b) 2cos2x = A/2co8T d) tg’z = 3tgx

6. Rozwigz réwnanie. , )
cos(3x+%)
a) cosz - (L+tgz) =0 b) sindx - [tg2z —1=0 ¢ ——i@;—“——_o

Test jednokrotnego wyboru

;o . . A2 . . 1. _3_7[_ ?
7. Ile rozwigzan rownania sin(6x — 1'1—) = %= nalezy do przedzialu (733 >
C

A. 8 B. 6 .4 D. 3
8. Jednym z rozwigzai réwnania tg(§ — ) = —~/3 jost liczba z przedziatu:
A. (~T7;—6), B. (—6;—5), C. (=5;—4), D. (—4;-3).
9. Suma rozwiazan réwnania cos (re+ %) = § nalezacych do przedzialu (0;4)
Wwynosi: , 1
A. 82, B. 93, C. 103, D. 113.
Zestaw 11

10. Dla jakich wartosci parametru ¢ rownanie {sin 2z = ¢ — 1 ma dwa pier-

wiastki nalezace do przedziatu (0; 57 Wyznacz te pierwiastki dla ¢ = 5.

11. Przeczytaj podany w ramce przykiad.

nz—cosz —1=0.
9ginz(cosz + 1) — (cosT + 1)=0
(cosz + 1)(2sinx — 1)=0
cosz+1=0 lub 2sinz—1= 0
Réwnanie cosz = —1 jest spelione dla & = (2K + 1()7r, gdzie k e C, %
a x = § + 2kw lub & = g7 + 2km, gdzie Ei

. . . 1
a réwnanie sinxz = 5 — dl =
k e C. Sy to wszystkie rozwiazania rownania wyJsciowego.

{

Rozwiaz réwnanie.
. 2 .
a) sinzcosz + 5 = cosz + bsin” L

_ 2 :
b) tgx — 2sinz =2 — —— d) cos2z =1+ 2v/2sin’ xcosx

¢) sin2z — V2cosz =+/2sinz — 1

3. Funkcje trygonometryczne

12. Dane jest réwnanie z° — z + m = 0 z niewiadoma z. Wyznacz m, wiedzac,

ze pierwiastki tego réwnania sg wartodciami funkeji sinus i cosinus pewnego
kata o. Oblicz te pierwiastki i wyznacz miare kata .

*3.15. Réwnania trygonometryczne (2)

Zestaw
1. Rozwiaz réwnanie.
.9 . .
a) 2sin”z — 3sinz = —1 e) sinx = cos 2z

)
sin“x + cos2x = 2 — cosx

sy

b) 2cos?x — Tcosx =4
c) 2cos?x ++/2sinz = 2

d) 4sin’z =8cosz — 1

3tga - tg(m — o) = 4v/3tgx +3

=]
NSNS

2. Rozwigz réwnanie.
a) sinbz —sindx =0 d) sin3z = cos(bz + %)
h) sin 72 4 sin(3x 4+ 7) =0

)
) sin(z — %) = cos(x + %’l)
) sin 3z = cos 2z

&
c) cosdx 4 cos2z = Cf

3. Wypisz rozwigzania podanego réwnania z przedzialu (0; 7).

a) sinz — sin 5z = 2 cos 3z ¢) cosx + cos2a = v/3cos £

b) cos3x — cosz = +/2sinzx d) sinz + sin 7z = sin(m — 4x)

4. Rozwiaz réwnanie, korzystajac z zaleznoéci cos z = sin (:c + %)

a) sinz + cosx = /2 b) sin(2z + 27) + cos 2z = §
5. Rozwiaz réwnanie.

a) sin*z —costz =

b) sin'x + costa =

e) sin?x + coszsinx = tgz

cclut -

f) tg2z — sin 2z = 2sin®x
g) tg2z =tgx

1 _sina 14+tga
d) tgm+ +cos.'7:——'2 h) 1_tg$-l*f'51112:l)

c) 2sinz —3tg2ax =0

6. Wyznacz najwieksza liczbe z przedzialu (0; 5 ) spelniajacg podane réwnanie.
a) 3tgx = 2cosx c) sin? 2z — cos? 22 = cos 2z

b) 1 —cos2zx =tgx d) 2cos?2z —3sin2x =0
7. Rozwiaz réwnanie.

a) sin? 2z + 6sin®x = 6 b) 2sin?22 + 3cos2z = 0

3.15. Réwnania trygonometryczne (2)
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8. Korzystajac z wykresu funkcji v I‘ i L 16. Rozwigz réwnanie.
' e ; | o) Ll4cos2x __  sin2z tg2x —cosz __ .
f(x) = 2z° — 33:2 +1 ST VAN O O / f il J') sinz  cos2z—1 C) cosn  — 2sinx
) . P i 1 - L\ sin?3z  cos?3z tgr+sing 2z
przedstawionego na rysunku obok, rozwiagz [ /L/ ‘ B) s T aoma — 4 d) —5—-——-tg v ome — 4cos® 5
rownanie: o1 % L .
9 cos? 3 cos? =0 : T : ™ 17. Rozwigz réwnanie.
cos®x —3cos“r+1= ‘ . . . ”
a) sinz -sin2x -sin3a = %ﬁf—
e g b) sinz + sin 2z + sin3x = 1 + cosz + cos 2z
- ' : i .
c) sin? z + sin® 2z = sin® 3z + sin? 4z
9. Znajdz pierwiastki wielomianu w(t) = 4t3 — 3t + 1, a nastepnie rozwiaz W o ] )
réwnanie 4sindz — 3sinz + 1 = 0. 18. yznacz wartosci parametru ¢, dla ktérych réwnanie
cos2x —sinz +1¢t =10
Test jednokrotnego wyboru | ma rozwigzanie. Rozwiaz réwnanie dla ¢t = —1.
10. Réwnanie cos 2z + cosz + 1 = 0 ma ten sam zbidr rozwiazan co réwnanie: : 19. Znajdz rozwiazania podanego réwnania nalezace do przedzialu {0; 27).
2 — 2 _ ) - . o ;
A. 2cos®x —cosz =0, C. 2cos”z +cosz =0, a) sinz - |sinz| = 1 b) sinz - |[tgx| =3 c) c’cgar:-[cos:c[:l/Q__i
B. 2sin’z —sinz = 0, D. 2sin?2 +sinx = 0. ‘

11. Wskaz réwnanie sprzeczue.

*3.16. Nierownosci trygonometryczne
A. sin?z —2sinz —3=0 C. sin?xz —5sinz—-6=0

N n
B. sin?z'+2sinz —3 =0 D. sin® Zestaw

Tz —sinz—6=0

o . . . 1. Rozwiaz nierd
12. Najwieksza liczbg ujemna spelniajacg réwnanie tgx + ctgx = 2 jest: OZWIAZ MIETOWNOSC

A =TI, B. —ir, c. -, D. —I. a) sinz > El c) 2cosz < —/3 e) tgz > /3
. b) sinz < %2 d) cosa > —1 f) tgx < -1
Zestaw I e
2. Na wykresie funkcji sinus zaznaczono zbiér rozwiazai nieréwnosci | sin z| < %:
13. Rozwias rownanie. : TE <%7r + 2km, L + 2k7r> v {a + 2km, b+ 2km),
a) sin*z + cos* z = cos 2z d) tgz + ctg2z = 2cos 2z dzie k & C. Podai licaby 4 i
dzie k e C. z .
b) sin*z — cos? z = cos 4z e) tgz +tg3x = tgdw & odaj liczby a1 b .
c) cos 3z = 2(1 + cos 2z) {) ctger —cosz =1 —sinx s /‘\ . 1Y /_y\=s nﬂéi P L
. . . 7m : :
14. Rozwiaz réwnanie. : % i E;\I 3 e e - ' >
a) cosz =1—sin§ et : BN T e -+
b) sinz —sin2z =1 —cosx ' f : b i 1 S | O ; |
¢) 1+sinz = C052(% — ) . W podobny sposéb rozwiaz nieréwnosé.
15. W mieisza liczbe dodatni Inias ) . ) a) |sinz| > 3 ¢) |sinz—1] <1
. znacz najmniejszg licz odatnia spelniajgca podane réwnanie. ,
Y ! I8 ¢ ° p' 3”%.13 ) b) 2|sinz| < /3 d) [2sin(—z)+1| >0
a) sinz + cosx = cos 2z b) sin gz —sin § = sinx

116 3. Funkgje trygonometryczne 3.16. Nieréwnosci trygonometryczne 117
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3.

4.

7.

Test jednokrotnego wyboru

8.

10.

3.

Rozwiaz nier6wnos¢.
; 2
a) 2sin?z >1  b) 4cos z <3

d) |6cos S| =342

¢) leos2z| <1

Na wykresie funkcji tangens zaznaczono
zbiér rozwiazan nieréwnoéci | tg z| =z 1
ze T+ kmg+km)o(g+hmbt k),
gdzie & € C. Wyznacz b.

Rozwigz nieréwnos¢.

a) |tgx| <1

b) [2tgz — /3] > V3

Rozwiaz nieréwnosé, jesli z € (0;7).
d) 2 sin? F-1< 0
e) |cos(z—%)|>cosh

f) |ctglr — )

a) 2sin2z <1

b) 2cos2z > -3
¢) tg?2x—3>0

T
<ctg g

Narysuj wykresy odpowiednich funkcji i odezytaj z nich rozwigzania ni
réwnodci zawarte w przedziale (0; ). .
c) |cosx| > sina

a) sinz < t8% b) sin2x = cos®

niej : keji f(2) = 1omisgay 1L
Dla jakich wartodci parametru ¢ miejsce zerowe funkecji Ton(r=3a)
nalezy do przedziatu (—2; 0)?

~. . j_(. {)k
. $6 si 6-v2 j i ve (F 4+ 2km, 5+ 2 7r>
Nieréwnosé sinx > /6 T Jest gpelniona dla © (12 T 15 ,

gdzie k € C. Zatem nieréwnosé sinx = \/6?/5 jest spelniona dla:
A ze <—%7r + 2kT; {5 + 2k7r>, ke C,
§ \,
B. ze <-%7T + 2km; %W +2km), ke G,
C. ze{Bn+2%km P+ 2km), ke C,
D. z e {Er+ 2km; B+ 2kmy, ke C
. e - " o
Tle liczb 7 przedziatu (0; 20) nic spelnia nierownosct | cos 2] .< 17
AT B. 6 C. 5 D. 4

Najmniejsza liczba naturalng speiniajacg nieréwnosé tg § = /3 jest:
Al B. 2, C. 3, 4.

|}

Funkcje trygonometryczne

Zestaw 11

11. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rozwiaz nieréwnosé 2sinz 4+ 5sina — 3 > 0.
Podstawiamy ¢ = sinz i otrzymujemy nieréwnosé 2t2 + 5t — 3 > 0,
skad
t<-3 lub t> 3.
Wracamy do niewiadomej z:

sinz < —3 lub sinz > 3.

Nieréwnoéé sinz < —3 nie ma rozwigzan. Zbiorem rozwiazain nieréw-
noéci sinx > —%— jest suma przedzialéw z € (% + 2k %71’ + 2k7r>, gdzie
k e C — jest to rozwiazanie wyjsciowej nieréwnosci.

Rozwigz nieréwnosé.
a) 2cos?z —+/2cosx > 2

b) 3sina +2cos®x > 3

¢) bcosx < 4+ cos2zx
d) 3tg?z +2v3tgr <3
Rozwigz nierdwnosé.

a) sinz + |sinz] >1 b)) 2cosz+ |cosz| <15  ¢) |sinz| coST =

o=

Dla jakich wartosci parametru « nalezacych do przedzialu (0; 7) réwnanie
(2cos @ — 1)a? — 4z + 4 cos o = 0 ma dwa rézne pierwiastki?

Dane jest réwnanie x2 4 4z sin o + 2 cos 2 = 0. Dla jakich wartoéci para-
metru o ma ono dwa rézne pierwiastki, a suma ich kwadratéw jest wicksza

od 87
Rozwiaz nieréwnosé, jedli x € (0; ).
a) 2sin?z +sin? 2z < 2

b) tgz —ctgz > 24/3

c) cosz+tgr <1l+sinzx

d) tgz -+ ctgx = 4sin 2z

3.16. Nieréwnosci trygonometryczne
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8. Oblicz sin(a+ B) i cos(a — B), jesli:
a) sina = —@ iae (gF;Zﬂ'), tgf=—-1ipe (5;m)

1.
b) cosa = yi e (—3;0), ctg B = lige (W;%ﬂ).

Zestawy powtdrzeniowe

Zestaw |

1. Dany jest punkt P(ES, 3\/5) Wyznacz wartosci funkeji trygonometrycznych

. ’ PP i / N P YT 9, Udo o B el
kata o, ktorego ramie koncowe przechodzi przez punkt P’, jezeli: wodnij tozsamosé trygonometryczna. Podaj konieczne zatozenia,

. 1
" LTy C2 a D S .
a) P dgest symetryczny do P wzgledem osi OX, a) o s - =1 ¢) ey g _ Ltotes
. . v —cots T e = 2
b) P’ jest symetryczny do P wzgledem osi OY, b) tgz + L — _cosz 1) Ggriesy sin? ¢ cos w
cosz ~ 1-—si LS _
3 sinz ) el otciela 13 Sin211: —

¢) P’ jest symetryczny do P wzgledem punktu O(0,0), i
10. Rozwiaz réwnanie.

a) cos(2z — %) = 2

b) 2 (sin(z + ) —1) =1

d) P’ jest érodkiem odcinka OP.

2. Oblicz.
a) sin(—855°)  c) tg570° ¢) sin 7 g) t8(—%7) c) —3tg(§ —2z) =3
G =
b) cos 24907 d) ctg(—450°) f) cos(-—g’gﬂr) h) ctg %ﬂr o ’
11. Oblicz sume pierwiastkéw ré i
‘ ) astkéw réwnania 4 — 6sin(z — 27) = sin(z — 2
3. Oblicz. ' nalezacych do przedziatu (—2; 27‘_; 1<l 37 ) = Sm(a — 377) -3
a) sin 150° — 2 cos 240° a) 3 (COS %7" + sin 1—6177) 12. Rozwiaz ré
¥ . V187 T F: 3
tg 4050 - ctg(—225°) 25in I + co{ ~§) ) 10W11111126 .
b) sin 3159 - cos 136° e) tg §7r +ctg %w—“_ a) cos 2z = 3cos” z d) cosz tgx — \/g =tgx — \/§CO
. 7z A b) sin2z = +/2si : 5T
3150 -+ 3 cos 45°)2 tgf — L) -sin 3w z=+/2sinzx in2 .
C) ot 2(‘,; 12050S : f) co(s :;r -)ctg(—%) C) tg 22 = sin 2z o (x i %) " Slnz (x B %) - %
S ' ’ - f) 1—tgx=2cos’z —1

W1EC lllle flllll{( 1 tl )) gollulnetl Y CZY. .]? & :
ne 7NAa ]dz ]) 5 Y V. ’é y y ]
b ze

4. Korzystajac z wykresu odpo
z# £ gdgie ke C.

rozwigzania réwnania nalezace do podanego przedzialu.

a) sinz = ,.}2’ (=2m;2m) c) tgx = V3, {053y a) 1+ ctg?a(sin?z — tg2 ) = cos®z
b) cosz = 4, (—3m;37) d) ctgz = -—*ég, (—m;2%) b) tgz —ctgx = (tgz — 1)(ctgz — 1)

5. Naszkicuj wykres funkcji f 1 podaj jej zbiér wartosci. Okresl monotonicznosé 14. Rozwiaz réwnanie.

funkeji f w przedziale (§; 3)- a) cos3z —sin3z =1 d) cosz — cos3z = si
. - » = sinz — sin 3z
a) f(z)=2sin(z+§) —1 o) f(@)=1tg(5 2 b) sindz — sin 2z = sinz e) v2cos(z + ) xq o 32
ol N ) = Ccosox i
b) flz)=3~- COS( —37) d) flz)=1-|ctgz| ¢) cosTz = cosdx — cos T f) si11<37r + )4 2 T
5T+ ) = cos 2z

. o
Qa0zZwigz rownanie.

a) sin(% + ) — sin(%w -~ 2:17) =0 h) cos(g-ﬂ' -+ a:) + cos(-;oiw - :1:) =0

6. Wyznacz okres podstawowy funkeji f.
a) f(z) = 4sin3z b) f(z) = 3cosdx — 2 ¢) flz)=—Ttg(—22

P . . L0 s >
: i)éoecclls'?a,'\v.“ézOJL funkeji f w postaci f(z) = a+bcos(2x+c), gdzie a,b,c € R
bodaj jej ziedzine. Narysuj wykres tej funkeji i , wi )
MiexSwmotet £(a) £ cos 2 dla..a: EY<_§ ZT.J unkeji i wyznacz rozwigzania
‘ i » 2/
a ) e D ain? .,
) f(z) = 2sin? 2 b) f(z) = cos?z c) f(z) = 2
tg z4-ctg

7. Oblicz wartoéci pozostatych funkeji trygonometrycznych kata a, jesli:
a) sina = %—, ae(E;m), c) tga=—2, «E€ G 2m).
b) cosa=—2, aem 3, d) ctga=3, aeld;f)

3. Funkcje trygonometryczne

Zestawy powtdrzeniowe 12T s



17. Na rysunku ponize] przedstawiono wykresy tl‘ZeCl.l £L111‘kcji: f(=) = sin 2,33’
g(z) = cos 2z oraz h(z) = sinz. Dopasuj do kazdej z nich odpowiedni wy\-
kres/ Odczytaj z rysunku rozwiazanie podanej nieréwnosci dla x € (—3m;37).

b) cos2x < sinx

a) sinz > sin 2z

. nie f(x) = rozwigzanie?
18. Dla jakich wartosci parametru ¢ rownanie f(z) = a ma rozwiazal

3 fla)=1—siml2el b) f(a)=|tedel =5 ) J() = e

Zestaw 11
19. Oblicz.
° 5° D) sin? X —sin®§
a) sin1000° — cos 10° - tg 135 d) sin® % S .
2 L - sinZsingm
b) cos50° + cos 70° — cos 10° ¢) cos 157 COS 15 — SIl g 5'; 5
oy 2 4 6
c) cos36° + cos 108° * ) cos 2w 4 cos FT -+ COS 7T
20. Ugzasadnij podana réwnosé. .,
i " =
’L) sin 59°+4-sin 49° —sin 23°—-sin 13° __ ] C) th zr)_ - tg? E’” =5
c cos 5° G E
LA
b 2 sin 80° - 5in 170°4sin 20° __ | *d) tg % tg %71’ g = \/3
) 74 cos 10° - cos 80° 9

21. Udowodnij tozsamosé trygonometryczng. Podaj konieczne zaiozenia.

.
1 _ c) sinx +cosxT = V2 cos (2 — )
a') 1+tg:u-tg2m"0082m )

—tg hp —cosx = +/2sin (z — §
b) sin(2z + §) = L_tizi d) sinz — cos T = sin ( )

I

ij toz $¢ tryg ¥ i konieczne zalozenia.
22. Udowodnij tozsamosc trygonometryczng. Podaj koniec

EL) c.o}%r - QCOS(:U —lll) :ﬂtngin(m—%’%>
- 052 — o

- R T\ — 9 oS,
23. Oblicz sin 2z i cos 2, jesli T € (Z;m) itg(z+ ) 2cos

s —liax ™. 3n
24. Oblicz, wiedzac, ze sin o+ COS& =73 i€ (2, 4 )

a) sin2a b) cosa —sina c) tg2a

3. Funkgje trygonometryczne

Oblicz sin 3a i cos 3av, jesli:

a) sina = ”,:5, ace(0;%),

Rozwiaz réwnanie.
a) sin?z + costz = cos4x

4 . el (e Ty — 1
b) costa +cos? (2 —5) =3
N

b) cosa = 313-—6, ae (%71‘;27’().

d) sinzcos2x —sinz = isindz —sin2z

e) coswsin2y = sinwsin 2 + % cos 3x

c) tg2z = tg2xcosx + sin f) sin2z — 2ctgz cos? x = 2cos 2z

Dla jakich wartosci parametru o € (—; 7y wielomian
3 2 2 .

w(z) = 22 sin o + 32% cos” o + 2w sin® o — 1

jest podzielny przez dwumian x — 17

Rozwiaz réwnanie.

a) sin 3z + sinx = cos 3w + cos T b) sinx + sin 2z = —sin 3z

Podaj najwiekszy ujemny pierwiastek rownania

23in<5%> - 1’ = 1.

Rozwiaz réownanie.

a) sin?z — 3cosz =3 d) tg?z +cos2z =1

b) 2cos?z = +/3sinx — 1 e) sinzsindz = ;

¢) sinwcos 2z = sin 2z — —g— sinz f) 3sin®a + cos 2z = 2sin® z

Wyznacz rozwigzania réwnania nalezace do przedzialu {0; 27).

a) 2cos’x —cos?x = Zcosx — 1 b) cosx + |cos x| = sin 2z

Naszkicuj wykres funkeii f i podaj jej wartosci najmniejszg i najwicksza.
a) f(z) =sinxz + cosx

b) f(z) =sinx + V3 cosx

¢) f(z) =cos’z + |sinz|-sinz

d) f(z)=|tgz| ctgx +sin2z

Wyznacz zhiér wartosci funkeji f(x) = 2 cos® x — & cos 2z, ktérej dziedzing
jest przedzial (0;27).

Dla jakich wartosci parametru o podane réwnanie ma rozwigzanie?

a) sinx + sin (:r — %w) =a?—1 b) cosw —sin(z — §) = 20

Zestawy powtérzeniowe 123
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35. Dla jakich wartosci parametru o nalezacych do przedzialu (0; ) podane
réwnanie ma dwa rézne pierwiastki?
a) z?sina + 2z(sina — 1) = sin(—a)
b) (2cosa—1)-z%+1=2z
36. Dla jakich wartodci parametru & nalezacych do przedzialu {0; 7) réwnanie
2% 4+ 2+/3cosa -z + cos2a =0
ma dwa rézne pierwiastki z1 i z2 spelniajace warunek 2|zize| > 17
37. Dla jakich wartoéci parametru « € {~-; ) najmniejsza wartoséé funkeji
f(z) = x* — dx — 4(cos 2a — cos? )
jest réwna —17
38. Naszkicuj wykres funkeji f. Dla jakich wartosci parametru « réwnanie
f(z) = a ma rozwiazanie?
a) f(z)=2sinz - |cosz|
b) f(z) = |tga| cos’x
_ /1—sin® @
) flz) = Foss
39. Na 1ysunku obok przedstawiono Wykretsy
funkeji f(z) = Ssin2z i g(z) = 2singw
Wykaz, ze jedynym wspolnym miejscem ze-
rowym tych funkcji w przedziale (—2m; 27)
jest x = 0. Podaj zbidr rozwigzan nierow-
noéci f(x) < g(z).
Zestaw Il

40. Zapisz wyrazenie w najprostszej postaci.

41.

a) m,oo - (asin 1530° + abcos(—1710%) — btg 1035°) -
- (ab? sin 1260° + a ctg(—315°) + b cos? 1350°)
b) 2sin? 137 — 253 cos(——zﬁ—i) + /322 tg 31T + z ctg’ (- r)

Oblicz tg(z +y) i tg(z —y), jesli:
a) tgx =41ctgy = —3,

b) sin:z:=—%i:ce(7r;%7r), cosy =—5 iy (§;m).

3. Funkcje trygonometryczne

Udowodnij tozsamosé trygonometrycznég. Podaj konieczne zalozenia.
a) sin®z +cos®z =1~

b)

Ssin?2z  c¢) cosdz =8cos*z — 8cos?z + 1

2 &
d) 2cos® 2 14cos2a
sin 2z cos T

+2ctg2z =ctgs —tg$ =ctg 3

sin 2'&

Sprawdz, czy podana zaleznosé jest tozsamoscia lrygonometryczng.
cos(2y — ) —sin(180° +=) _ . o
sin(2y =) + cos(180° +z) ctg(y — 45°),

gdzie y — x = 45° + k - 180°,y # 45° + k - 180°

Rozwigz réwnanie.

a) sin(r — 3z) = 4sin z cos 2z

b) 1 —cos2x + sin 2z = 2 cos(z — 45°)
¢) sin(z + J) cos(X — ) = BLEL
d) 2cos2x + 2cosdx + 3sin? 2z = 1

Uzasadnij podang réwnosé.

sin(z — y) + sin(z — z) + sin(z

T—z y—=z
5 €Os 5

Dla jakich wartodci parametru a réwnanie tglz — 1 = a(t0‘2x — tgx)
ma dokiadnie dwa pierwiastki nalezace do przedzialu (—%;Z

2 k]
Uzasa.dnlJ W2Ory W ramce. Oblicz D . )
tg %, jesli sinz — cosz = —5 laz# 7r2-é— wa’ gdzie k € C:
sinz = __g_2
1+ tg '2‘
1—tge &
COST = T3z g2 2

Zapisz sin 2z, wykorzystujac tylko funkcje tgx, i rozwiaz podane réwnanie.
(Btgz+1)(1 +sin2z)=1—tgz

Rozwiaz nieréwnosé, jesli x € (0; 7).
a) 4sin®x > cos 2z c) L2z Ltg—w—

b) tg2z < 2sinx d) i=2csz

cos T
Wyznacz zbiér wartosei funkeji f o dziedzinie D = {0; 27).

a) f(z) = 2cosz — cos 2z b) f(z) =cos2z +5sinz + 7

Zestawy powtdrzeniowe



51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Rozwiaz nieréwnoéé, jesli z € (0; 27).
a) sinz - |tgx] < 2 b) +/sin?z —sinz > cosz

Rozwiaz nieréwnoéé, jesli z € (0; 27).

a) 1COSCUi < ]Cm(‘)ig;l b) -12__—43:0(;.52%14 1

Wryznacz cos 2z, jesli tg{z — %) = tg 2z + %

Wrykaz, ze jesli o, B 1y sa miarami katéw w trojkacie, to zachodzi zwiazek:
a) tgor+tgf+tgy =tga-tgf-tg,

b) sin® & +sin? & +sin?F =1-2sin§ - sin g - sin g,

¢) sino+sin B+ siny = 4cos § - cosg- -cos 3.

Liczby a, b, ¢, d naleza do zbioru {sin 1,sin 2, sin 3, sin 4} i spelniajg warunek
a<b<ec<d.

a) Wyznacz a,b,cid.

b) Wykaz, ze liczba ¢ jest pierwiastkiem wielemianu w(x) = 4z — 3z +b.

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = +/sin? z(1 + ctgx) + cos? z(1 + tg ).

Dla jakich wartoci parametru m réwnanie f( x) = m ma rozwigzanie?

a) f(:l,) — 2sin z-1

s b) f(z) = sin®?x —sinzcosx

Dla jakich wartoéci parametru « € (—3; %) rozwiazaniem ukladu réwnan
z+ (1 —sina)y=1
(2sina+ 1)z + (2sina)y = sina

jest para liczb przeciwnych znakéw?

Dany jest uktad réwnan z niewiadomymi x i y oraz parametrem .

rcosa — ysina = cos
rsina+ycosa =1

a) Wykaz, ze dla kazdej wartodei v uklad ten jest oznaczony. Wyznacz
jego rozwigzanie. :

b) Rozwazmy funkcje f, ktéra kazdej rzeczywiste] wartosci o przyporzad-
kowuje sume kwadratéw liczb z i y bedacych rozwiazaniem tego ukladu.
Naszkicuj wykres funkeji f i wyznacz jej zbibr wartosci.

126 3. Funkcje trygonometryczne

Zestaw I

(=~
N

Wynpisz wszystkie wyrazy ciaggu skladajacego sie z kolejnych:

a) liczb dwucyfrowych podzielnych przez 12,

b) poteg liczby 2 mniejszych od 100 o wykladnikach naturalnych dodatnich,

¢) cyfr liczby 11112,

d) dzielnikéw naturalnych liczby 120, zapisanych od najmniejszego do
najwiekszego.

Jako pierwsze dwa wyrazy ciggu (a,,) wybierz dwie dowolne liczby naturalne.

Zapisz wyrazy: as, a4, a5 1 ag, jesli kolejne wyrazy tego ciggu, oprécz
pierwszego i drugiego, powstaja w wyniku:

a) dodania dwdéch poprzednich wyrazéw,

b) pommnozenia dwéch poprzednich wyrazéw.

Zapisz dowolne zdanie. Kolejne wyrazy ciagu (a,) to liczba liter kolejnych

jego wyrazéw. Wypisz wszystkie wyrazy ciagu (a,), narysuj jego wykres
oraz podaj wyraz najwiekszy 1 wyraz najmniejszy.

Test jednokrotnego wyboru

4.

v
Na rysunku przedstawiono wykres ciagu (ay) °

o wyrazach: 2—12-, 2%,2%,2%, ... Liczba wyrazoéw |
nalezacych do przedziatu (2,01;2,1) wynosi: 14
A. 88, C. 90, ' -
B. 89, D. 91

Wyrazy pewnego ciggu sa kolejnymi liczbami trzycyfrowymi podzielnymi
przez 3. Piaty wyraz tego ciagu jest réwny:

A. 111, B. 114, C. 117, D. 121.

4.1. Pojecie ciggu

127 =




4. Wypisz pigé poczatkowych wyrazéw dodatnich ciagu (ay).

8) ay = n dla n nieparzystych
d n —
3 —mn dla n parzystych

6. Jedli n-ty wyraz ciagu (an) jest polem tréjkgta réwnobocznego o boku
dhugosci n, to:
A a4 = 2\/§, B. ay = 4\/2_, C. ag = 4\/§, D. ag = 16\/5.

Zestaw [l b) an = {(71 —1)3 ~dla n nieparzystych
n =

o . n—2 ar
7. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (an), jezeli mamy dany jego n(n—2) dla n parzystych

pierwszy wyraz, a kazdy nastepiy jest suma szedcianow cyfr wyrazu po-
przedniego.
a‘)a’1:3 b) a1:18 C)(],1:24.

5. Ktére wyrazy ciagu (a,) sg réwne zeru?
f n?—Tn+10 dlan nieparzystych

ap =
((712 —4)(n—3) dla n parzystych

8. Wyrazy ciggu (a,) sa takimi kolejnymi liczbami naturalnymi, ktére pray
dzieleniu przez b dajg reszte 3. Oblicz dwunasty wyraz tego ciagu, jesli

6. Dla jakich n wyrazy ciggu (a,) sa uj 2
czwarty wyraz jest réwny 23. yrazy ciagu (a,) sg ujemne?

a) an,:712._1071+9 b) an=712—-4n——8
9. Podaj n-ty wyraz ciaga (an), jesli opisuje on:
a) liczbe pierwiastkéw réwnania z?2 — 6z +n? =

b) liczbe przekgtnych n-kata wypuktego.

7. Dla jakich n wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od wyrazéw ciagu (by,)?
a) ap =n(n—35), by = '113}1—5 b) an =2n+6, b, = (n2 = 9)(n—5)

- o o 8. .\/Vypisz dziewie¢ poczatkowych wyrazdw ciggu a, = ;11-(271 + 1+ (=17
4.2. Sposoby okreslania ciggu I clagu by = dns1.

9. Wypisz wszystkie wyrazy ciagu skoiiczonego (an): m,m-+1,m+2,....2m
dla ' m = 3,4 1 5. Podaj dwa srodkowe wyrazy tego ciggu dla m = 13.

7

Zestaw |
1. Wypisz pierwszych szeé wyrazéw ciggu (an), jesll jego n-ty wyraz jest:

a) suma n poczatkowych liczb naturalnych dodatnich,

Test jednokrotnego wyboru

b) iloczynem n poczatkowych liczb naturalnych dodatnich.
. 10. Liczba 15 jest wyrazem ciggu okreSlonego wzorem:

2. Oblicz pieé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (an)- A o —an o . e
yi— 3 1) . mn T < R - 3n,
8) an =20 +5 d) an = 257 g) an = TG+ 5 B. q, = i "
14 _”1)11. n n+27 D Ay, = n(n + 2)
b) Qp = ’)’L(2n -+ 1) e) ap = (—Q)n h) oy, == __—L——‘Zn » W
1y . _q)yntl . Wskaz wzor ciagu, ktéry ma dokladnie pieé ey L
c) ap = n® —n f) anp=n+ L}T)‘ i) an = li‘(_%)__.. A B LLory ktadnie pig¢ wyrazéw nieujemmnych.
. P On=n—6 C. an =4+ 3n —n?
3. Zaproponuj wzoér na n-ty wyraz ciggu. Podaj 6smy wyraz ciagu okreslonego B. an =5(-1)"+n D. an = (n—1)(n—4)(7 —n)

tym wzorem.

a) 11,22,33,44,55,... e) %, _g_’ _{:_', %7 %’ T}i’ o 12, Wykres ciagu (a,},,). zawiera sie w prostej réwnoleglej do prostej o réwnaniu
b) —5,5,—5,5,—5,5,... f) 1%%%—}--\}6— Y =—3z+2. Jedli ay = -2, to:
- . Ve A a, = —-3n+2, C. ap=3n—10
¢) 1,8,27,64,125, ... g) 1,11,111,1111,. .. N ,
d) 1,6,11,16,21,26,. .. h) 1,21,321,4321,. .. s o D. a, = —3n+ 10.

128 4. Ciagi

4.2. Sposoby okreslania ciqggu 129 v
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13. Zbiér wartoéci ciggu (ay) jest dwuelementowy, jesli:
3+(=1)"
A. ap = (_2)77,, C ey, = +(2“ ) 3

nmw

B. a, = tg 5%, D. a, = cos 5.

Zestaw

14. Wykres ciggu (ay,) jest zawarty w wykresie wie-
lomiaru f(z) = az(z — 3)(x — 5) (rysunek obok).
Wyznacz wspélezynnik a, podaj wzér ciagu (an)

i ustal, ktére jego wyrazy sa wieksze od 120.

15. Naszkicuj wykres ciggu (an) okreélonego wzorem
an = f(n). Ktére wyrazy tego ciggn sa wicksze
od 17
a) f(z) =22 -8z +12

b) f(x) =wxcos T

16. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w wylkresie paraboli. Wyznacz wzbr ogdblny

tego ciagu i oblicz jego 6smy wyraz, jedli:
a) wierzcholek paraboli ma wspélrzedne W (3,9) oraz a; =5,

b) parabola przecina 0§ OX w punktach —21i 4 oraz ag = 8.

17. Naszkicuj wykres ciggu (an). Wyznacz najwigkszy wyraz tego ciagu.

p 3 / 2 o T
a) an =6n—5— n? b) an =16-+4n—n c) ap = cos i3

o P 09 19999 R
18. Uzasadnij, ze ciag: %—g—, égg, éggg, 93995 ... jest ciagiem stalym.

4.3. Ciagi monotoniczne (1)

Zestaw 1

1. Wykaz, ze cigg (an) jest rosnacy.

2 o 1
a) an = 2n — 50 b) tn=1—12 c) ap=2— 3
2. Wrykaz, ze ciag (an) jest malejacy.
. 5 o 1
a) an =10 —n? b) ap =2+ c) Gn =3+ 3

4. Ciagi

Na rysunku obok przedstawiono wykresy cig- Vi :
2 dn_ 2n—1 s 5 470 - !
gow an = 527 10, = S5 Wykaz, Ze ciag -
(an) jest malejacy, a ciag (b,) — rosnacy. 3p— ' ;
i | e
Sprawdz, czy ciag (a,) jest rosnacy, czy male- | . a0 ¢
jacy. R
— n+3 2n—4 N ; o
a') ay = 2 C) an = i —t ——
. ) @n = 5nis Ol 12345678X
b) a, = =% d) a, = 2=3n
n+2 o 3—4dn

Uzasadnij, ze ciag (ay) nie jest ani rosnacy, ani malejacy.

a) an = (n —4)? b) a, = —n?+3n+3 c) ap=n>—6n—7

Wstaw w miejsce: x, y, z takie liczby calkowite, aby powstaly ciag byl
niemalejacy. -

a) 3,5,2,9,%,5,6,7

b) —=7,-7,z,y,z,—6, —4, =2

c) V2,3, 2.y, 2,3,4

Podaj przyklad szedcioelementowego nierosngcego ciagu (a,,) takiego, ze:
a) a; = ag = 4, as = 3, '
b) a3 =0, a5 = —1,

1

C) Ay = dy = 5, g = %

Uzasadnij, ze ciag (ay) jest monotoniczny.
a) an =—-n?>+3n—2
b) ap = (n—1)(n—2)(n —3)

¢) ap = sinnm

Wykaz, ze cigg (ay) jest monotoniczny.

a) a, = 3n% —2n d) a, = %1—"2-3—_%3

b) ap=n—41 e) an=(n—1)(n-2)+1
c) an:?’%}l f) ap=6n-2-3"
Zbadaj monotonicznoéé ciggu (ay).

a) ap = (—1)"+5 c) an = |n—1|

b) an = (—1)" + 2n d) an =19 —n?|

"4.3. Ciagi monotoniczne (1)

131



18. a) Zbadaj monotonicznogé ciggu a, = »Zii iciggu b, = ap - apas.

b) Wyrazy ciagu (an) sa ujemne. Wykaz, ze jedli ciag ten jest rosngcy, to
cigg b, = an - Gn41 jest malejacy.

Test jednokrotnego wyboru

11. Wykres ciggu rosnacego moze byé zawarty w prostej:

A.y=1—uz, C. y =10 —+/2z,
B. y = =&t8, D. y=5z—1. 19. Dla jakich wartosci parametru k cigg (a,) jest malejacy?
n) an =24 b) an = S22

12. Ciag ap = 2202 — 1 jest malejacy, jesli:

B+l
A. ke (—o0;—1), C. ke (2;0), 20. Dla jakich wartosci parametru k ciag (an) jest monotoniczny?
k—1)2
B. ke (~1;2), D. ke (=003 1) U (2%). a) ap =2 ) g = (k) —k)  *C) an=nd +kn

13. Jedli (ay,) jest ciagiem rosngcym, to rosnacy jest tez ciag (bn) o wzorze:

©

A. by = Tt C. by = Gup1 + s *4.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie
B. by = 0ny1 — an, D. by = apy1 - an.

Zestaw [

Zestaw L o
1. Dany jest ciag (an). Oblicz pigé poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

14. Ciag (ay) jest malejacy. Zbadaj monotonicznost ciggu (bn). a) {“1 =2 o Ju= —%—
a) by = 3a, — 2 b) by 7an 410 c) by = —bay + 2 Gr+1 =ap—3 dlanz=1 ’ an+1 = 4an +n dlan>1
15. Ciag (an) jest rosngcy. Zbadaj monotonicznosé ciagu (by). b) { - _02 0l d) i
1 Q1 = 20g, a =
a) by, = asn b) by, = %LCLQn—H C) by = agn—1 + Gan o " dlan = Gnt1 = na -1 dan>1
. . . ) 2. Dany jest ciag {a,,). P . adl —
16. a) Podaj przyklad ciagu malejacego (an) takiego, ze ciag bn = [¢n| jest Y Jest ciag (an). Wyznacz , jesli az +as = 9.
rosnacy. a) { x
| L ) _ 2
b) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,) takiego, ze ciag by = jan| nie jest py1 =ap —n° dlanz=1
monotoniczny. b) a; =2
c) Czy z tego, ze ciag b, = (an)? jest rosnacy wynika. ze cigg (on) jest tngy = 2an + (1)1 dlan =1
rosnacy?
3. Okresl ciag (an) rekurencyjnie, korzystajac z réznicy an1 — a
17. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w wykresie a) a, =5n—1 Q) ap=1+1
funkeji f(z) = 22 (rysunek obok) . "
i f) = e 1y . b) ap =4 —3n d) an =n?—2n

a) Wyznacz warto$é wspélezynnika k 1 po-

daj wzér ciggu (a,). 4. Okreél ciag (a,) rekurencyjnie, korzystajac z ilorazu 9%11
7

a) a,=3-4" ¢) an = 3

b) an:2'(—1)n d) Gp = VN + 2

b) Zbadaj monotonicznoéé¢ ciggdw okreslo-
nych wzorami: by, = an42 1 Cp = El;

2132 4. Ciagi
- 4.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie 133




5. Dopasuj wzér rekurencyjny ciagu do podanego wzoru ogélnego. 11. Wskaz relurencyjne okreslenie ciagu a, = 2" — 1.
A a,=3n-2 C. an =n? A a; =1 o a;=1l,a2 =3
B. a, = 471 D. ap=2-(-1)"+ % p1 =20, dlanz=1 Apt1 = 3an — 2an—1 dlan =2
ay =1 a1 = 1,09 =3
ar=1l,a0 =4 B. ] D. ’
1. (1—an)? ) Upt1 = 20, +3 dlan>=1 1 = 26 — 3ap—1 dlan =2
Un+1 = —ﬂn——l_‘ d].cb n Z Z
@ =1,a5 =4 Zestaw [l
= - dlan=2
== — a 1 . ) . . . P .
\Gnt1 = On-1 - 12. Odgadnij wzér ogdlny ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie, a nastgpnie go
I a1 =1a0 =14 udowodnij.
g1 =L(an1+an) dlanz=2 ) ap =160 =-3
a
a1 =1,a9 =4 pal = —2ay, + 3ap—1 dlan =2
Iv. ’ 1
Apy1 = §(an + anp—-1 -+ 9) dlan>=2 | ) a1 = a9 = 3
>
. . ; . Aprl = Gy + 201 dlan =2
6. Ciag (an) jest okredlony wzorem any1 = an — H(anl) dla n = 1. Oblicz -1 n n—1 anz
ier ra o ciggu, jesli: " ’ . .
pierwszy wyraz tego ciggu, J _ 1 13. Ciag (ay) okreslony jest rekurencyjnie:
a) a2=—%, b) a3 =1, c) ag =13.
ay =k
7. Oblicz cztery pierwsze wyrazy ciagu (a,). Podaj przykliad opisu rekuren- ap = 3k
cyjnego tego ciggu. Gpit = 20y — Gp—1  dlan =2
a) an = L b) ap = 2" - 7! c) an =% , . : - .
= D)t ™ n! odzie k € N. Wykaz, ze dowolna nieparzysta wielokrotnosé liczby k jest
g 3 ) parz] y K]
: 4 A < ; ETp . . wyrazem tego ciggu.
8. Wypisz szeéé poczatkowych wyrazow clagu (an). Odgadnij wzdr ogdlny yraze g0 €198
i i udowodnij. . . . .
tego ciagu, a nastepnie go J 14, Ciag (ay,) spelnia warunki: a3 = 3, a5 = 61 ap+apt1 +appz =4 dlan = 1.
. as I ) + +
a1 =1,a0 =2 ap = 1,09 =2 Oblicz siedemmnasty wyraz tego ciagu.
a) a? b) az —
- n = I y . ‘- . .
Gnfl = © ) dlan > 2 nt1 = At dia n > 2 15. Ciag (a,) o wyrazach rézuych od zera spelia warunki: ay = 2, az = 1 oraz
7 o
dla n = 2:
. 0 2 1 1
Test jednokrotnego wyboru 2 +
Qn, Cbp—1 (p1
9. Pierwszy wyraz ciagu (a,) jest réwny —3 oraz ay — ag = 6. Woéwczas dla Oblicz ay0-
n = 1 wyrazy tego ciagu sa okredlone wzorem: ; ) ‘ o i
. 9 6. Po roku od zasadzenia mlode drzewo wypudcilo pierwsza boczna galaz.
A app1 =ay -3, C. On4+1 = —30n, Tadda onlad ltdra 1A co nai iai dwa Taks 7o okt m]
7 . Kazda galaZ, ktéra ma co najmniej dwa lata, wypuszeza co roku mlody
: —1 —L1q 4 . S L
B. ant1 = ge5an, D. ani1 = 3an +4n. boczny ped. Ile gatezi bedzie mialo to drzewo po pieciu latach od zasadze-
+ Y P¢ gaig € P ¢

10. Dla n > 1 wyrazy ciagu (a,) okreslone sg wzorem: dp41 = (—1)" - an + 5.
Wéwezas ag = 4, jedli:
A. a1 = —4, B. a; =1,

C. a1 =4, D. a; = 20.

4. Ciagi

nia? Niech 2, oznacza liczbe rozgalezien n-letniego drzewa. Podaj wzoy
rekurencyjny ciagu (a,).

4.4, Ciagi okreslone rekurencyjnie
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*4.5. Ciggi monotoniczne (2) Test jednokrotnego wyboru

7. Ciag:
Zestaw 1

a; =2
{anﬂ =qy+ k2 —4k dlanx=1
jest malejacy, jesli:
A. ke (- 0), C. ke (4;0),
B. ke (0;4), D. ke (—w0;0) U (4;00).

1. Uzasadnij wlasnosé podang w ramce. Zbadaj monotonicznosé ciagu (an,).

Cigg (an) o wyrazach dodatnich jest:
o malejacy, jesli 2 < 1,

n

o rosnacy, jesli “2tt > 1.

k ’ . ’ .
8. Ktéry z podanych ciggdw jest rosnacy?
a) an =4" c) ap=2-5" e) ap=3- gntl A ap = (Siﬂ Z'r‘l,)n C. ay = (tg %)n
5\ 3n—1 i '
b) an = (%)” d) an = 33 ) a, = (%;5) B. an = (cos§)" D. a, = (sin§)"

9. Dane sg ciggi a,, = 2" 1 b, = n+1. Ktory z podanych ciagdw jest nierosngcy?
2. Zbadaj monotonicznosé ciggu (an,)-

"l on A ¢ = oy + by C.cp=b,—an
a) (n = 2"l b) On = % C) an = m B. Cp = Un - b'n, D. Cp = %ﬂ
3. Zbadaj monotoniczno$é ciagu (a,,). Zestaw I
a) ay =—3-2" b) an=—4-(3)" o an=5-(=3)"

10. Wykaz, ze jesli ciagi (a,) i (b,) sa rosnace, to ciag (cn) tez jest rosnacy.
4. Danesa ciagiay, = 2n+1ib, =n-+ % Zhadaj monotonicznosé tych ciagodw a) ¢, = 2a, + 3b, b) ¢y = 20ntbn

oraz monotoniczno$é ciagu ¢, = ap + by, i clagu d,, = by, — ay. ) . ' .
11. Podaj przyklad ciagéw malejacych (an) i (b,) takich, ze ciag (c,) jest

N . . . . -2 . 1yl . 1 :

5. Wykaz, ze ciagi dane wzorami ogélnymi a, = 272! i b, = (1> s rosnacy
. . . P . / . _ » _ o
malejace. Zbadaj monotonicznosdé ciagu ¢, = a, - by i ciagu d,, = ‘f—:: a) Cp = ay — by b) ¢, =an by c) ¢y = 5

12. Wyrazy ciagu (a,) spelniajg dla n = 1 warunek 3an11 = n(2an — an41)-

6. Wykaz, ze ciag (a,) okredlony wzorem rekurencyjnym jest monotonicziy. ' i © ! =z -
Zbadaj monotonicznos¢ tego ciagu, jesli ag = 1.

2) {al =2

Opa1 = an —4 dlan=1 13. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?

_ a; =3 a1 =5
b) =3 2) { = 2k=1 dlan>=1 b {a = (nk+2)a, dlanz1
anp1=an+n>—n+3 dlan=1 Ol = o1 @ AT Z ek A " -
—_ . .
o) ay =9 14. Na rysunku obok przedstawiono wykres cig- AY ‘ -
L+ (=1)" s ‘ :
tny1 =n?-a, dlan>1 gu a, = n — ii(—# Wykaz, ze réznica . -
ay = 2 Gan — Aon—1 jest réwna zeru. Ustal znak réznicy 5 P
d . A2p41 — U2p. ] oo
) (g1 = fi’i} G, dlan=1 wr " 3 P
14 oo
| | ;
O 12345678X

+ 136 4. Ciagi 4.5. Ciagi monotoniczne (2) 137
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15.

Zbadaj monotonicznoéé ciagu (an)-
n . . N 2+(~1 n '
+C” L) D) an =n+sin(%g) (—1)7 . 32n

a) ap=n+ = ¢) On = 3=(=T)"

16. Dla jakich wartoéci = ciag an = (tg z)*" jest rosnacy’

17.

Ciag (an) jest okreslony rekurencyjnie:

a; = ag = 1
Anyo = —an dlan = 1

Oblicz szesé poczatkowych wyrazdw tego ciggu. Uzasadnij, ze ciag (cn)
dany wzorem cp = Gn + 27 jest niemalejacy.

4.6. Ciag arytmetyczny (1)

Zestaw |

Wypisz cztery poczatkowe wyrazy ciggu arylmetycznego | {(an) O réznicy 7.
Oblicz wyrazy aio i a20-
a) ap=1,r=2

b) a1 =-5r=1

c) a=0,7=3%

d) a=—-6,7r=0
e) ay =4, r=-2
f) (1.1:—‘3\/§, 7‘='\/§

Oblicz pietnasty wyraz ciaggu arytmetycznego.

a) —4,1,6,11,16,.

b) 23,12,1,%, -5 --

¢) —+/5,0.+/5.2¢/5,3V/5,..

Oblicz régnice r ciggu arytmetycznego (an) i podaj jego wzér ogdlny.

- 3
c) a1 =9, a10= 25
d) a1 = —9, ag = 16

a) ap =4, a3 =7
b) a1 = —3,a3 =9

Oblicz pierwszy wyraz clagu arytmetycznego (an) 0 réznicy 7 1 podaj wzor

ogdbluy tego ciagu.

¢) r=4%,ar=—4

:\/§,a4=1+4\/§

a) r=2,a3=29
b) r=-3,a5=0 d) r

4. Ciagi

10.

Wyznacz wzér ogélny ciggu arytmetycznego (an) i oblicz ae.
as =0 ajp = —1
2) a3 b) 5 o) 10
as O, ag = "'12 alg = 2

Wyznacz takie liczby:
3,z,y,15 tworzyly w podanej

Il
b O

a) x i y, aby liczby:
arytmetyczny,

kolejnosci ciag

b) z, y i z, aby liczby: 4,2,y,2,50 tworzyly w podanej kolejnosci cigg
arytmetyczny.

Oblicz pierwszy wyraz i réznice r ciggu arytmetycznego (an) spelniajacego
podane warunki.

{ul +ag =11
)

as +as =4 a; +ag+az=3
b) c) ¢
CL7—CL3=20

as-aq4 =6 a3:%+2

Wyznacz x, jesli podane liczby sa kolejnymi wyrazami rosnacego ciagu
arytmetyvcznego.

a) —2,2+z,4+2? b) 2z — 3,3z — 5,1z +z — 2

Suma drugiego i czwartego wyrazu ciggu arytmetycznego wynosi 2, a réznica
széstego i trzeciego wyrazu jest réwna 9. Ktéry wyraz tego ciagu jest
réwny 407

Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arytmetyczny, jesli:

a) ich suma jest réwna 1, a suma trzech poczatkowych liczb wynosi zero.

b) réznica ciggu jest réwna 1, a iloczyn trzech ostatnich liczb wynosi —60.

Test jednokrotnego wyboru

11.

Ile wyrazéw ma ciag arytmetyczny, ktérego pierwszy i ostatni wyraz sg
réwne odpowiednio 3 i 8,2, a réznica wynosi 0,47

A. 13 B. 14 C. 15 D. 16

Liczby: 3,z — 2,2+ 1 sa odpowiednio pierwszym, drugim i piatym wyrazem
ciagu arytmetycznego, jesli:
A. = —6, B. z= 3%, C.

x =6, D. =28

4.6. Ciag arytmetyczny (1)
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13. Czwarty wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 3, a dziewigty wyraz
wynosi —12. Dwunasty wyraz tego ciagu jest réwny:
A. 21, B. —18§, C. —21, D. —24.

Zestaw 1l

14. Trzeci, piaty i ostatni wyraz ciggu arytmetycznego (a,) sa réwne odpo-
wiedniq: 4, 10 i 40. Oblicz a; i wyznacz liczbe wyrazéw tego ciggu.

15. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réowna 12, a suma ich
kwadratéw wynosi 56. Wyznacz te liczby.

16. Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arytmetyczny, jesli:
a) rézmica tego ciagu jest réwna 2, a iloczyn wszystkich liczb wynosi —15,
b) suma dwéch pierwszych liczb jest réwna 4, a suma dwdch ostatnich
wynosi —28.

17. Prostokat o polu 72 cm? podzielono na dwa pro- z
stokaty w taki sposdb, ze pole jednego z nich jest
dwa razy wieksze od pola drugiego (rysunek obok).
Oblicz dlugosci bokdéw: x,vy, 2z, wiedzac, ze tworza
one ciag arytmetyczny.

18. Prostokatng dzialke, przylegajaca dluzszym bokiem do rzeki, ogrodzono
z trzech stron siatks o lacznej dlugoscei 30 m. Oblicz powierzchnie tej dzialki,
jesli jej szerokosé, dlugosé i przekatna tworza ciag arytmetyczny.

19. Obwod trdjkata prostokatnego wynosi 3p. Wyznacz diugosci bokéw tego
tréjkata, jesli tworzg one cigg arytmetyczny.

20. Studnia ma ksztalt prostopadlodcianu o objetodci 48 m®. Oblicz jej wymiary,
jesli tworzg one ciag arytmetyczny o réznicy 2 m.

21. Pierwszego dnia rajdu kolarz przejechal 100 km, a kazdego nastepnego

dnia przejezdzal o 5 km mniej niz poprzedniego dnia. Ile dni trwal rajd,
jesli kolarz pokonywal érednio 90 km dziennie?

4. Ciagi

4.7. Ciag arytmetyczny (2)

Zestaw )
1. Wykaz, ze ciag (an) jest arytmetyczny i okreél jego monotonicznoéé.
a) a, =4n — 3 c) an = _—5";1,—1

2~\/§n

b) a, = —%n +6 d) an

2. Sprawdz, czy ciag (a,) jest arytmetyczny.

a) Qp, = n? +1 d) Qp = nid

n+2
b) an =3 —mn e) ap =nn—1)(n—-2)+5
c) an=+/bn—1 f) an = %n(n +1I)7—n)

Wykres ciggu (an) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzér ogdlny tego
ciggu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy. Uzasadnij, ze jest to ciag
arytmetyczny.

&5}

a) y=>5bw—4 by y=-3z+1 c) y=az-+b, gdzie a,be R

4. Punkty A i B naleza do wykresu ciagu arytmetycznego (a,). Wyznacz
wzor ogdlny tego ciggu i narysuj jego wykres. Ktére wyrazy ciagu (an) sa
mniejsze od zera?

a) A(1,-3), B(4,3) b) A(L,3), B(2,2) c¢) A(3,1), B(5,—2)

5. Ktére wyrazy ciagu arvtmetycznego (ay) o réznicy r naleza do przedzialu
(—10;10)7
a) a1 = —15,7r =4 b) a; = —20,7 =6 ¢c) a; = 3v2,7 = —/2

Test jednokrotnego wyboru

6. Wrykres ciagu arytmetycznego (a,) o roznicy r jest zawarty w prostej
y = 42 + 3. Wynika stad, ze:
A ay =4,7r=3,
B.ag=4,r=17,

C.ap=T,7r =4,
D. ay = —10,7‘:4.

7. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 1, a suma wyrazdw czwartego
i sibdmego wynosi 12,5. Wykres tego ciggu jest zawarty w prostej:

C.y=3a—-2

B.y:%xw%, D. y=32-5.

4.7. Ciag arytmetyczny (2)
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8.

Zestaw

10. Suma dwoéch poczatkowych wyrazéw ciggu arvimetyveznego jest réwna —0,
suma dwdéch ostatnich wyrazéw wynosi 66, a piaty wyraz tego ciggu jest
réwny 11. Wyznacz liczbe wyrazéw tego ciagu i podaj rdwnanie prostej,
w ktérej zawiera sie jego wykres.

11. Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciagu aryvimetycznego (ay,) wynosi 15,
a suma trzech kolejnych jest réwna —3. Wyznacz wzdr ogolny ciagu (by).
ktérego wyrazami s kolejne wyrazy ciggu (@) o numerach:

a) nieparzystych, b) parzystych.

12. Dany jest ciag arytmetyczny (an) o réznicy r. Sprawdz, czy ciag (by) tez
jest arytmetyczny. Jesli tak, podaj jego roznice 1’ 1 pierwszy Wyraz.

- _ 2 a2
a) by = aon b) by = agnp-1+ 1 c) bp = Bag .y — Hay

13. Dane sa ciggi arytmetyczne (an) i ( bn). Wykaz, ze ciag (cp) tez jest aryt-

metyczny.
—/2 _ ,
a) cp = 2an + 3bn b) cn = ég'“l—;.%/_—'l!ﬁ' c) ¢cp = Gan—1 + 3bp + 5

14. Dla jakich wartoéci k ciag (@) jest arytmetyczny i malejacy?

a) an = (K> +2k—1)n-+2
_ k-1 _ _
b) an = 53 (n—1)+5
3 — kn+1
¢) an = gE_DnrTe
15. Ciag (an) jest okredlony jest rekurencyjnie:
a1 = —5
i1 =anp+3 dlan=1
Uzasadnij, Ze jest to ciag arytmetycziy rosnacy. Zapisz wzor ogblny tego
ciagu i oblicz jego dziesigty wyraz.
4. Ciagi

Wrykres ciggu arytmetycznego (ay) jest zawarty w prostej prostopadiej do
prostej y = 2z — 3. Jedli ag = 2, to

A. ap = —§, C. ay = 4,5,

B. a1 = —1, D. a3 = 12.

Dany jest ciag arytmetyczny (an). Ciggiem arytmelyczuyin nie jest cigg:
A. by, = bay, — 3, C. b, = h;—LE + 2n,

B. b, = _3@,1211 +1, D. by = an + 1>

16.

18.

1.

Na rysunku przedstawiono fragment nieskon-
czonego ciggu két wspoétsrodkowych, ktérych
promienie:

r,x+1l,x4+2,...

tworza ciag arytnietyczny. Wykaz, ze pola
Py, Py, Ps, . .. kolejuych pierscieni réwniez two-
rzg ciag arytmetyczny. Wyznacz wzér ogdlny
tego ciagu. Oblicz «, jeéli Pi5 = 357.

Udowodnij podana réwnoéé, jesli (a,) jest ciggiem arytmetycznym o wyra-
zach réznych od zera.
1 1 1 1
+ + .t
a1a9

_~n——1‘

a1Gn

aaa3 a3 Qg —1Qm,
a) Wykaz, ze jesli cyfry liczby trzycyfrowej tworzg cigg arytmetyczny, to
liczba ta jest podzielna przez 3.

b) Wyznacz liczby trzycyfrowe podzielne przez 15, ktérych cyfry tworzg
cigg arytmetyczny.

4.8. Suma poczatkowych wyrazéw

ciggu arytmetycznego

Zestaw |

Oblicz sumy Sg 1 Sig dalego ciggu arytmetycznego.
¢ N =4
a) 1,3,5,7,... h) 5,2, —1,—4,... c) —3,1,5,4,...
Oblicz sume dziesiecin poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (an)
o réznicy 7.
a)y ap = —2,r=23

¢) ag =15 r=-0,1
d) a1 =1—+2, 11 =2

b) ag =4, r= -5

Ustal, ile wyrazéw ma podany ciag arytmetyczny, i oblicz ich sume.
a) 4,7,10,...,34 c) 1,1,12,...,93
b) =3,-5,—-7,...,—41 d) —17,—-15,—-13,...,17

4.8. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
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12, Suma liczb dwucyfrowych podzielnych przez 4 lub 9 Wynosi:
A. 1773, B. 1719, C. 1665, D. 1611.

4. Oblicz sume wszystkich liczb:
a) naturalnych zawartych w przedziale (50; 150),

ieparz rtych miedzy 10 a 1010, ) o
b) nieparzystych zawartych miedzy 13. Réwnanie 19z — 72 — 0,3+ 0,5+ 0,7+ ... + 3,7 jest spelnione dla:

rzystych.

¢) dwucyfrowych parzystych Az, B gt ¢ oos b e o

5. Oblicz sumg wszystkich lizzb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia:

a) przez 4 jest réwna 1, b) przez 3 jest réwna 2.

14. Rury w ksztalcie walca o érednicy zewnetrznej
14 cm ulozono w stosy (rysunek obok). W kazdej
kolejnej warstwie stosu jest o jedna rure mniej
niz w poprzedniej warstwie. Jesli dolna warstwa
stosu ma szerokosé 3,5 m, to ile co najwyzej
pelnych stoséw mozna ulozyé z 1000 rur?

Al B. 2 C. 3 D. 4

6. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych, ktérych reszta z dzielenia
przez 5 jest réwna 1 lub 4.

7. Oblicz sume wszystkich liczb:
a) zawartych miedzy 60 a 160, ktérych reszta z dzielenia przez 5 jest réwna
2 lub 3,
b) wiekszych od 90 i mniejszych od 290, ktérych reszta z dzielenia przez 4
jest nieparzysta,

Zestaw 1

15. Rozwigz réwnanie.
a) 14+4+7+...4+2=210
b) (I+2)+B+z)+(B+z)+...4+(25+z) = 130
¢) (I+a)+(5+22)+ (9+3z) 4+ ... + (61 + 16z) = —48

¢) dwucyfrowych, ktére nie sq podzielne jednoczednie przez 2 1 3.

8. Podaj wzor ogblny ciagu arytmetycznego (a,,) i oblicz Sy + Sig.

as =0 ag a7 =1 af+ai =8
a) b) ¢) {0 16, Podal was osbln § shade: o
ai =15 ag — 3ay = 2 = 2 - Fodaj wzor ogolny i zbadaj monotonicznosé ciagu (a,).

— 448412+ ... +dn
- n-+2

b) an = SHZES L. ton

a) an
9. Dany jest ciag arytmetyczny (an) o réznicy r. Wyznacz najwickszg wartoéé
n, dla ktorej S, < 100.

a) ay=4,r =28 b) a1 =-=5,r=5 c)ar=1,r=+2 34T+114. A+ (dn—1)

n24n

C) Ay, =

17. Ciag arytmetyczny sklada sie z dziesieciu wyrazow. Iloczyn wyrazéw skraj-
nych jest réwny 7, a suma dwéch wyrazéw srodkowych wynosi 8. Oblicz
sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.

10. SprawdZ, czy ciag (an) jest ciagiem arytmetycznym. je$li suma jego n
poczatkowych wyrazéw wyraza sig wzorem:
a) S, = 4n — 5n?, ¢) Sp=2n?—1,

b) Sp =3n+ 1, d) S = 6n. 18. Suma pieciu poczatkowych wyrazow rosnacego ciggu arytmetycznego jest

rowna 30, a iloczyn drugiego i czwartego wyrazu wynosi 11. Ile co najmniej
poczatkowych wyrazéw tego ciagu trzeba dodaé, aby otrzymaé sume wickszg,
od 1007

Test jednokrotnego wyboru

11. Suma n poczatkowych wyrazdéw ciggu arytmetycznego: —10, —6, -2, ...
wynosi 320 dla:
A n=14, B. n =16, C. n=18, D. n=20.

© 144 4. Ciagi 4.8. suma poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego 145
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19.

20.

21.

Roéznica ciggu arytmetycznego jest réwna 3. Wyznacz n, jesli:
a) suma S, wynosi 54, a suma Spo jest réwna 99,

b) suma S, jest o 300 mniejsza od sumy wyrazéw od a1 do Gay.

Pigtnasty wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny a. Wyznacz sume pietna-
stu poczatkowych wyrazéw tego ciagu o nnmerach nieparzystych.

Ciagi arytmetyczne (a,) i (by) spelniaja warunki: ay = by = 1 oraz a7 = byg.
Wyznacz wzory ogdlne tych ciagdw, jedli lgczna suma siedmiu poczatko-
wych wyrazéw ciggu (a,) 1 dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu (by)
wynosi 170.

4.9. Ciag geometryczny (1)

Zestaw 1

Podaj wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,,), ktdrego poczatkowe wyrazy
wypisano ponizej. Oblicz piaty wyraz tego ciggu.

a) 3,2,8,... d) 16,-12,9,...
h) 5,0,5,0,05,. .. e} 5,—5,5,...
c) 9,6,4,... f) —/3,3,-3v3,...
Oblicz wyrazy: as, as, a4, g ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie ¢.
a) ay =27, q=% b) a1 =9,¢=-1 c) a1 =+2-1.g=+2
Oblicz n-ty wyraz ciggu geometrycznego (a,) o ilorazie g.
a) a1 =4z, q¢="5n=6 d) ag=13,¢=—1,n=14
s
b) a1 =04,¢=15n=5 e) a1:2,q:~”72,n=9
c) alzg,qz—%,nzél f) al:—é,q:»— 3, n=10

Oblicz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,) o ilorazie ¢.

a) agzg,qz—% b) ar=—24, g=+2 ¢) as =2,5,9=0,2

Wyznacz iloraz q ciagu geometrycznego (ay,).

a) ag=40,a4=5 Db)ar=1la5=4 c) az=—2, a5 = — V6

4. Ciagi

6. Wyznacz wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,).

a) ay =4, ay = % d) a3 = 3, ag = 3000
b) ap = %3(1,3__ % e) ay =2, ag = 0,08
C) as = —6, a0 =06 f) az = %7 ar = 5\/5

7. Wyznacz x, jesli liczby: a, x, b tworzg w podanej kolejnodei ciag geometrycz-
ny.
a) a=10,0=90 b) a=1,b=4,5 c) a=—4,b=—2

8. Wstaw miedzy liczby = 1 y takie trzy liczby, aby otrzymaé pieciowyrazowy
ciag geometryczny.
a) r=1,y =064 b)x:27,y=-1§@ c) z=+2,y=9v2

9. Suma drugiego i trzeciego wyrazu ciaggu geometrycznego (a,) wynosi 6,
a réznica wyrazéw czwartego i drugiego jest réwna 24. Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz ¢ tego ciagu.

10. Réznica wyrazéw pigtego i pierwszego ciagu geometrycznego (a,) wynosi 10,
a réznica wyrazdw czwartego i drugiego jest réwna 3. Wyznacz wzér ogdlny
tego ciagu. »

11. Suma drugiego i széstego wyrazu ciagu geometrycznego (a,,) jest réwna —34,
a suma pierwszego i pigtego wyrazu jest réwna 17. Ktéry wyraz tego ciagu
jest réwny 647

Test jednokrotnego wyboru

12. Piaty wyraz ciagn geometrycznego: v/3 4-1,2,24/3 — 2, ... jest réwny:
A. 20-124/3, B. 124/3-20, C. 20, D. 12v/3 + 20.

13. Liczby 27 i 8 sa odpowiednio drugim i piatym wyrazem ciagu geometrycz-
nego. Czwarty wyraz tego ciagu jest réwny:
A. 18, B. 12, C. &, D. —12.

t4. Dany jest skoiiczony ciag prostokatéw, ktérych
pola tworza cigg geometryczny o ilorazie % (ry-
sunek obok). Jeéli pole najmniejszego prosto-

4_1

kata jest réwne 7, a pole najwiekszego wynosi
STlév to pole $rodkowego prostokgta jest réwne:

A1, B. 2, C. 4, D. Z

4.9. Ciag geometryczny (1)
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15. Cene ksigzki, ktéra pierwotnie byla réwna a, pednoszono pieciokrotnie — za,
kazdym razem o 2%. Nastepnie pieciokrotnie ja obnizano — réwniez o 2%
za kazdym razem. Cena ¢ ksiazki po tych zmianach spelnia warunek:

A. c=uq, B. ¢ > 1,10a, C. c<a, D. ¢ < 0,9a.

Zestaw [

16. Za trzy ksiazki, ktérych ceny tworza ciagg geometrycziy, zaplacono 70 zl.
Najdrozsza z nich kosztowala o 10 zl wigcej niz dwie pozostale razem. Ile
kosztowala kazda z ksigzek?

17. Dlugosci bokéw trojkata tworza ciag geometryczny. Oblicz:
a) obwdd tego trojkata, jesli jego najkrétszy bok ma diugodc 3, a stosunek

obwodu do dlugosci najdlugszego boku wynosi %’«,

b) iloraz tego ciggu, jedli tréjkat jest prostokatny.

18. Dlugosci krawedzi prostopadiodcianu tworzg ciag geometryczny. Oblicz:
a) dlugosé najkrétszej krawedzi, jesli objetosé prostopadiodcianu jest réwna
27 m?3, a suma dlugodci wszystlkich krawedzi jest réwna 52 m,
b) diugoéé przekatnej prostopadlodcianu, jedli jego objetosé jest réwnea
216 m3, a pole powierzchni bocznej wynosi 192 m?.

19. Srednice nieskoriczonego ciggu kél stycznych we-
wnetrznie (rysunek obok) tworzg malejacy ciag geo-
metryczny. Réznica pdl kola czwartego i kota pia-
tego wynosi 38 17, a stosunek pola dziesigtego kola
do pola dsmego kola jest réwny 80 Oblicz promien
najwiekszego z két.

4.10. Ciagg geometryczny (2)

Zestaw [
1. Wykaz, ze ciag (ay) jest geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciggu.
P n-—1
a) Un = ‘2% d) Ay = —3 - (-——%)
n+1
b) an=2-7" e) an =4- (x/g)'H
C) Qn = 2- (—5)"“ f) Qp = 2. 5211—1

4. Ciagi

10.

11.

Sprawdz, czy ciag (an) jest geometryczny.
a) ap =3"-+2 d) a, =2"t1 -5

b) an = - e) an = S5ty
c) an:(:z—);—*—'ﬁ—3 f) a,l,zw—f—l

Wyznacz wzér ogdliny monotonicznego ciagu geometrycznego (an).

2) ag = 3ag b) as + as = 30 ) ca3 =206
a . C
Ctl'as:ﬁ ay —az = 120 ad——ag—lQ

Oblicz @, jesli podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.

a) z,x+ 1,2 -3 b) 22 - 1L,z +1,2z —1 ¢) 347.%, 322

Stosunel sumy trzech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego do

sumy wyrazow pierwszego i trzeciego wynosi 0,7. Oblicz iloraz ¢ tego ciagu.

Dwa wyr cLzy 51 odkowe ciggu geometrycznego majacego czternascie wyrazéw
wynosza z i — . Oblicz pierwszy wyraz i iloraz g tego ciagu.

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny wynosi 15, a suma ich
odwrotnosci jest réwna —2%. Wyznacz te liczby i okre§l monotonicznosé
ciagu.

Wyznacz cztery liczby tworzace malejacy cigg geometryczny, jesli:

a) suma pierwszej i ostatniej z nich wynosi 36, a suma wszystkich liczb
jest réwna 60,

b) suma skrajnych liczb wynosi 9, a suma $rodkowych jest réwna 6.

Suma plelwsaego I trzeciego wyrazu monotonicznego ciagu geometrycznego
(an) wynosi 5, a suma kwadratéw tych wyrazéw jest réwna 17. Wyznacz
wzér ogdlny tego ciggu.

Suma trzech poczgtkowych wyrazéw monotonicznego ciggu geometrycznego
Jest rowna 13. Drugi wyraz jest o 5 mniejszy od réznicy miedzy trzecim
i pierwszym wyrazem. Oblicz cawarty wyraz tego ciggu.

Sprawdz, czy ciag (an) jest geometryczny.

] = 3 ) = —6
a) b) 2
an+1 =20, +1 dlan>1 Ont1 = 5a, dlan =1

4.10. Ciag geometryczny (2)
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Test jednokrotnego wyboru

12. Wskaz cigg geometryczny o ilorazie 3.
A. an=3ni C. ap,=3n+2
B. ap=3"—1 D. g, = & #2 _1

13. lloraz niemonotonicznego ciggu geometrycznego moze by¢ rowny:
AL He B. 3—+/5, C. 12341074, D. 3-—m.

14. Cigg geometryczny (ay) o ilorazie ¢ jest malejacy, jesli:

A ay=-3,q=4, C. a1 =—4,¢g=—%,
B. a1 =5, ¢g= -2, D. a3 = —10, ¢ =0,1.

15. Dany jest skoriczony ciag tréjkatéw réwnoramiennych o podstawie 16.
Dlugosci ramion tréjkatéw tworzg ciag geometryczny o ilorazie % Obwdd
najwiekszego z tréjkatéw wynosi 178. Ile maksymalnie tréjkatéw moze by¢
w tym ciggu?

A5 B. 6 C. 7 D. 8
Zestaw [l
16. Wykaz, ze jedli (a,) jest ciaggiem geometrycznym, to (b,) tez jest ciagiem
geometrycznym.
a) bp = ag, C) bp = Qn41 — an
b) by = E% d) b = 4apy2 — 3an
17. Dane sy ciagi geometryczne (a,) i (bn). Wykaz, ze:
a) ciag ¢, = an - by, tez jest ciggiem geometrycznym,
b) ciag dp, = 5a, + 2by, jest ciagiem geometrycznym, jesli ilorazy ciagdw
(an) i (bp) sa réwne.
18. Dany jest ciag (an):
ay = 2
Apt1 = ba, +4 dlanz=1
a) Wykaz, ze ciag (b,) okreslony wzorem b, = a, + 1 jest ciagiem geome-
trycznym i zapisz wzor ogdlny tego ciggu.
b) Wyznacz wzér ogdlny ciagu (an)-
4. Ciagi

19. Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru k ciag (a,) jest ciagiem geo-

metrycznym.
ayp = k
Gpp1 = lsin f—@fﬂ—)‘ can dlanx=1

Wyznacz wzér ogblny tego ciagu, jesli jego sibdmy wyraz jest réwny 1,5.

4.11. Suma poczatkowych wyrazow

ciggu geometrycznego

Zestaw

1.

Oblicz sume szeéciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego.

a) 3,6,12,24, ... b) 8,4,2,1,... c) 1,-3,9,-27,...
Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (ay) o ilora-
zie q.

a) a1 =—1,g=2,n=38

2 3
b) a1 =5,¢g=3%5,n=5

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie g.
a) q=23, Sg =728 c) ¢g=—+2, Sg=—T7
b) q:_%aS5:33 d) q:-'].7 5’13:9

Uzupelnij tabele, jesli (an) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q.

2 8 1020 |
o2 8
100 01 0,01
VB -3 7

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest réwny x, a iloraz tego ciggu
wynosi —1. Oblicz 9, jesli:
a) n =10,

b) n =15,

c) n jest liczba parzysta,

d) n jest liczbg nieparzysta.

4.11. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
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10.

Wyznacz wzér ogdlny ciggu geometrycznego (ay), jesli:
a) S3 = 35, a réznica wyrazdéw plerwszego i czwartego wynosi 17,5,

b) Sy = 20, a réznica wyrazdw pierwszego i trzeciego wynosi 8.

Wyznacz liczbe wyrazéw skoiiczonego ciggu geometrycznego (an) o ilorazie ¢,
jesli:
a) suma wszystkich wyrazéw wynosi 258, a1 = 6, ¢ = =2,

-

b) suma wszystkich wyrazow wynosi 1000, a1 = 25, ¢ = 3.

Suma pierwszego i czwartego wyrazu ciggu geometrycziego wynosl 26,

a suma wyrazéw drugiego i piatego jest réwna —78. Ile poczatkowych
v - o e . . {‘ - -?

wyrazéw tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymaé —617

. . i
Ciag geometryczny (a,) spelnia warunki: S5 — 53 = 721 a4 —az = 12.
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazdéw tego ciagu.

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (an) wynosi
33, a réznica wyrazéw pierwszego i széstego jest rowna 99. Oblicz iloraz ¢
i pierwszy wyraz tego ciggu.

Test jednokrotnego wyboru

11.

12.

13.

Suma dwunastu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego wynosi 63,

jedli pierwszy i drugi wyraz tego ciagu sa réwne odpowiednio: _
A. 316, B. v21i2, C. 81 -8, D. vV2—-1i2—+2.

Cigg (an) jest monotonicznym ciggiem geometrycznym o ilorazie q. Jedli
S3 =901 54 =75, to:
A g=1, B. a1 = —32,

Figura, ktérej fragment przedstawiono na ry- 245’
sunku, sklada sie z dziesigciu prostokatéw. Dwa

wierzcholki kazdego z nich lezg na osi 0X, a je-
den z pozostalych wierzcholkéw nalezy do pro-
stej y = 3z. Dlugosci krétszych bokéw prosto- N
katéw tworzg ciag geometryczny O plerwszym BDZEEE
wyrazie 1. Pole tej figury wynosi: ‘ ;
AL 6(210 — 1), C. 3(210 —1), b
B. 410 -1, D. 49 — 1. 5

4. Ciagi

Zestaw [

14.

16.

17.

18.

19.

Suma czterech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciggu geometrycz-
nego wynosi 8, a suma kolejnych czterech jest réwna 72. Oblicz piaty wyraz
tego ciggu.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest réwny 6, a stosunek sumy pieciu
poczatkowych wyrazéw tego ciagu do sumy kolejnych pieciu wyrazéw

WyTnosi % Oblicz sz6sty wyraz tego ciggu.

Dany jest dziesigciowyrazowy ciag geometryczny (an) o ilorazie g. Suma
jego wyrazéw o numerach nieparzystych wynosi 341, a suma wyrazéw
o numerach parzystych jest réwna 682. Wyznacz iloraz i pierwszy wyraz
tego ciggu.

Dany jest skoficzony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazéw. Iloraz
i plerwszy wyraz tego ciagu sa rézne od zera. Wykaz, ze stosunek sumy wy-

razéw o numerach parzystych do sumy wyrazéw o numerach nieparzystych
jest réwny ilorazowi tego ciagu.

Noczyn czterech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) o wyra-
zach dodatnich jest réwny 324. Oblicz sume szeécin poczatkowych wyrazéw
tego ciagu, jezeli a3 — ay = 6.

a) Wykaz, ze jesli (ay) jest ciagiem geometrycznym, to:

n
a1 -Gz az-...-ap = (ay-a,)2

b) Suma n poczatkowych wyrazow clagu geometrycznego jest réwna a,
a suma odwrotnosci tych wyrazéw wynosi b. Wyznacz iloczyn n poczat-
kowych wyrazéw tego ciagu.

° °

*4.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi geometryczne —

— zadania

Zestaw |

Dany jest ciag arytmetyczny (ay). Stosunek sumy pierwszych dziesieciu
wyrazoéw o numerach parzystych do sumy pierwszych dziesieciu wyrazéw

. - 0 ’ . N s
o numerach nieparzystych wynosi g) Suma wyrazéw trzeciego i sidédmego

Jjest véwna 12. Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu.

4.12. Ciagi arytmetyczne i ciggi geometryczne — zadania
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wieksza od sumny pierwszych trzech jego wyrazow.

a) Wyznacz iloraz tego ciggu.

b) Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu, jesli siédmy wyraz jest rowny 25.

. § 15, Jedli pierw-
3. a) Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny wynosl 15. Jesdli plerw
4, to otrzymamy €igg

szg i druga liczbe zwiekszymy © 1, a trzecig — 0
geothetryczny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworzg, ciag arytmetyczuy. Jegli do pierwszej z nich dodamy 8,
a druga 1 trzecig zostawimy bez zmian, t0 tak otrzymany ciag bedzie geo-
metryczny. Wyznacz te liczby, jesli suina wyrazéw ciagu geometrycznego

wynosi 26.

4. Toczyn trzech liczb tworzacych ciag geometryczny wynosi 64. Jesli pierwszg
. ~ 01, atrzeciy — 0 18, to otrzymamy C1ag

z nich zwiekszymy o 2, druga
arytmetyczny. Wyznacz te liczby.

5. Pomiedzy podane liczby wstaw takie dwie liczby, aby pierwsze trzy tworzyly
cigg arytmetyczny, a ostatnie trzy — clag geormnetrycziy.
c) —1i8

a) 4118 b) =3127

. - N ) I
6. Pomiedzy liczby 2 1 30 wstaw takie dwie liczhy, aby pierwsze trzy tworzyly
cigg geometryczny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.

7. a) Wyrazy pierwszy, drugi i pigty rosnacego ciagu arytmetycznego’ th)l‘ZE&
ciag geometryczny. Oblicz sume dziesigciu poczatkowych wyrazow clagh
arytimectycznego, jedli jego pierwszy wyraz jest véwiy 2.

b) Wyrazy skrajne skoiczonego ciagu ary‘tmetyc-znego WYNOSZ, —1 i H
Wyrazy drugi, trzeci i szésty tego ciagu tworzg clag geometrycany. Oblicz

sume wyrazéw ciagu arytimetycznego.

Test jednokrotnego wyboru

8. Figura na rysunku sklada sie z czterech prostokatow.

Pola: Py, Py, P3 tworzg ciag geometryczuy, a pola:
Py, Ps, Py — cigg arytmetyczny. Pole tej figury jest
réwne:

A. 15, B. 18, C. 21, D. 46

4, Ciagi

e . e o0
2. Suma szesciu poczatkowych wyrazow clagu geometrycznego jest o 51,2%

10.

11.

12.

13.

14.

15.

17.

Liczby: a,b,7 sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, a liczby:
1, b— 2, 3a — kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego. Wynika stad, ze:
A a-b=2, B. a =5, C. b=3 D.a+b=28.

Pierwszy, trzeci i jedenasty wyraz ciggu arytmetycznego o réznicy r # 0
tworzg, cigg geometryczny. Iloraz tego ciagu jest réwny:

1 3 5
A g, B. 35, C. 3, D. 4.

Zestaw I

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny. J edli pierwszg z nich podniesiemy
do kwadratu, a od drugiej i od trzeciej odejmiemy 1, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby, jesli ich suma wynosi 9.

Suma trzech liczb tworzacych rosnacy ciag geometl‘yczny Wynosi 7. Jesli
od ostatniej z nich odejmiemy 1, a pierwsze dwie pozostawinyy bez zmian,
to tak otrzymany ciag bedzie arytmetyczny. Wyznacz te liczby.

7 czterech zapisanych kolejno liczb pierwsze trzy tworzg ciag geometryczny,
a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby, jesli suma pierwszej
i ostatniej wynosi 1, a suma drugiej i trzeciej jest réwna %

Wyrazy: a1, a2, @4 TOSNECELO Clagu geometryCcznego (an) o ilorazie g tworza
w podanej kolejnoédci cigg arytmetyczny. Oblicz q i okredl znak wyrazu a;.

Liczy: a,b,c¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego, a liczby:
a+b,b+c, ¢+ a— kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Wyznacz
iloraz ciggu geometrycznego.

Liczby: 2z +v, © + 2y, by — « sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego,
aliczby: (y—1)%, zy+1, (z+1)% - kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego.
Wyznacz z 1 y. '

Punkty: A1(—1,31), Aa(1,92), .- -, As(25,y5) nale- Ly
za do wykresu funkcji f(z) = 2% (rysunek obok). |
Odeciete tych punktéw tworzg ciag arytmetyczny. !
Wykaz, ze ich rzedne tworzg ciag geometryczny Lo
i oblicz: |

a) wspélrzedne punktu As, : A2 A,
sz . _J/l(/
b) diugoéé odcinka AzAy. —o 3 e

4.13. Ciagi arytmetyczne i ciagi geometryczne — zadania




ici ¥ ty balkie, ze:
18. Dany jest ciagg geometryczny (an) i clag arytmetyczny (bn) talie

ap— b =1, ag — by =1, az— b3 =9, a4 by

i ¥ ¥ iagu geometrycznego.
Wyznacz pierwsze cztery wyrazy ciagu g

7, Z€ Cig etryczny,
*19, Dany jest cigg arytmetyczny: 1,4,7,10,... Wykaz, ze ciagg geometry

1i jest igei go ciggu.
ktorego pierwsze dwa wyrezy to 11 4, jest podciagiem teg ag

-

4.13. Procent skladany

i i, przyjmij roc italizacje odsetek. W przy-
O ile nie zaznaczono inaczej, Preyjmly }O(,ZHZ} kap 6C5 dc i](gstopa o
padku kapitalizacji codziennej zaléz, ze rok ma 3 ni.

© .

podawana. jest zawsze W skali roku.
W obliczeniach nie uwzgledniaj podat
2 dokladnoscia do dwdch miejsc po p
napisano inaczej.

ku od odsetel, a odpowiedzi podawayj
rzecinku, chyba ze w tredci zadania

Zestaw [

a bedziemy dysponowali po n latac‘h, jezeli zloz?frfmy w banku na
v oprocentowaniu roczuym 7

e) n=10, r = 5%
n=20,r=6%

1. Jaka kwot
procent skladany 5000 z1 prz v
a) n=2,1r=3% c) n="5,r=4%

5

b) n=2,r=>5% d) n=5,r=28% )

. a. )1 b D ) . ‘ i N . :
kapitalu DO uplywie tego okresu, ]ezeh oprocentowanie wynosilo
; O

[) 5} B OU o e v \t 1120
) 1 S m u 5/0, g U 3 //, a L(\ C. a
a Y CIWSZ roK W (].] ugln ]()].{ 1 4: z‘) W CZ recin 05 120

latach — 4%,

b) w pierwszym roku 4,5%,
roku - 4,5%,

¢) w pierwszym roku 6%, w trzech kolejnych
ostatnich — 4%.

w czterech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim

s Tl
latach — 5%, a w dwoch

"
i
|
o

7 118 lat przy oprocentowaniu
: 1 zlozono w banku na n proc wanin
s 4 dsetek. Jak zmienitaby sie wielkos¢ kapitalu

W

Kapit
Oblicz wielkoéé dopisanych o
zgromadzonego na koncie po 1 1 ; -
podatek w wysokosci 20% w skali roku’

b) n=10

a) n=2>5

156 4. Ciagi

5%.

atach, gdyby od odsetek co roku naliczano,

4. Pozyczono pewna kwote na cztery lata. Jaka to byla kwota, jesli roczna
stopa procentowa wynosila 5% i zaplacono odsetki w wysokosci:

a) 108 zi, b) 431 zt?
Zaokraglij odpowieds do pelnych zlotych.

5. Do banku wplacono pewna kwote na 10 lat. Oprocentowanie w pierwszych
czterech latach wynosilo 6%, a potem spadlo do 4%. Jaka kwote zlozono
w banku, jedli koricowy kapital wynosil 9585 z1? Zaokraglij odpowieds do
pelnych zlotych.

6. Do banku wplacono 5000 zl na cztery lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jesli odsetki sy,
kapitalizowane:

a) co pétroku, b) co kwartal, ¢) co miesiac, d) codziennie?

7. Jaka kwote nalezy ulokowaé na koncie, aby po o$miu latach uzyskaé 4000 zl,
jezeli roczna stopa procentowa, wynosi 4,8%, a odsetki sg kapitalizowane:
a) co rok, b) co miesiac?

8. Oprocentowanie lokaty A wynosilo w kolejnych pieciu latach: 6%, 5%,
5%, 4%, 3%. Stopa procentowa lokaty B byta w tym czasie stala. Oblicz
te stope, jesli wplacenie kapitalu na pieé lat na lokate A bylo tak samo

oplacalne jak wplacenie tego kapitatu na pigé lat na lokate B.

9. Rodzice w dniu narodzin cérki zalozyli dla niej lokate oprocentowang
6%. Wplacili na lokate tyle pieniedzy, aby na dwudzieste urodziny cérka
dysponowala kwota 50 000 z1. Ile wynosil ulokowany kapital? O ile rodzice
musieliby zwigkszy¢ kapitat po 10 latach, gdyby stope procentows, obnizono
woéwezas do 5%7

Test jednokrotnego wyboru

0. Bank oferuje trzyletnie lokaty oprocentowane 4% rocznie oraz pozyczki

— réwniez trzyletnie — oprocentowane 5% rocznie. Zysk banku od przyjecia
i pozyczenia kwoty & na trzy lata wynosi po zaokragleniu 1310 zi dla:
A, k=300002z1, B. k= 35000 zl, C. k=40000z1, D. k= 45000zl

Odsetki od Ppozyczki 1000 zl, oprocentowanej 5% w skali roku i niesplaconej
brzez n lat, wyniosg po zaokragleniu 1079 zi, dla:

A n=s5, B. n =10, C. n=15, D. n = 20.

4.13. Procent sklacany
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12. Tomek chee zlozyé na lokacie 1000 zl, aby po roku dysponowaé kapitalem
" przekraczajacym 1100 zi. Ktérej z lokat przedstawionych w tabeli nie
powinien wybieraé?
] Lokata Oplocentowanle Kapitalizacja
I 9,50 A) codziennie ;
II 9,60% . co mlesnac
111 9 70% co dwa miesiace
v 9,80% co pol 1oku
A. Jokaty 1 B. lokaty II C. lokaty I D. lokaty v
Zestaw Il
13. Pan Artur zaciggnat kredyt wysokosci 40 000 zl oprocentowany 6% w skali

roku. Kredyt bedzie splacany przez cztery lata w ratach placonych na
koniec roku. Kazda rata sklada sie z czesci kapitatowej wysokogei 10 000 zt
i odsetek naliczonych za ostatni rok od niesplaconej czeéci kredytu. W tabeli
przedstawiono harmonog1 am Spiat Lredytu

} Rok | Rata { } | Stan 7&dluzema [zh E
1 10000 + 0,06-40000 = 12400 | 40000 — 10000 = 30000 |
zw 10000+ 0,06-30000 = 11800 30000 — 10000 = 20000 E
3 1000040,06-20000=11200 20000 — 10000 = 10 ooo |
4 10000 0,06 - 10000 = 10 600 ” “ 10 000 — 10 000 o

L’xczme pan Artur splaa zatem:
12400 + 11800 + 11200 + 10600 = 46000 [z1].

a) Sporzads analogiczng tabele dla kredytu wysokosci 120 000 zl, opro-
centowanego 7% w skali roku i splacanego przez szeé¢ lat w réwnych
ratach kapitalowych wynoszacych 20 000 zt. Oblicz wielkog¢ zaptaconych
odsetek.

*bh) Kredyt Wysokoéci K jest splacauy przez n lat w réwnych ratach kapita-

lowych wielkoéci £ T placonych na koniec roku. Oprocentowanie kredytu
wynosi 7 w skali rolku. Wykaz, ze odsetki od calego kredytu sa réwne:

I:’I’I{‘n_‘_l

P

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Michal zamierza kupié¢ rower, ktéry kosztuje 849 zl. Na ten cel przeznaczy
érodki ze sprzedazy siedmiu obligacji zakupionych trzy lata temu. Opro-
centowanie roczne obligacji wynosi 6%, a odsetki kapitalizowane s3 co pét
roku. Czy Michalowi wystarczy pieniedzy, jesli cena obligacji wynosila
100 z1?

Pan Jan zaciagnal kredyt wysokosci 100 000 zl na zakup mieszkania.
Oprocentowanie kredytu wynosi 5% w skali roku. Jaki procent pozyczonej
kwoty beda stanowily odsetki, jesli kredyt zostanie splacony jednorazowo po
dziesieciu latach? Ile wyniostyby odsetki, gdyby 50 000 z1 zostalo splacone
po piecin latach, a pozostala czesé naleznoéci - po kolejnych pigcin latach?

Przeczytaj przyklad w ramce.

Na poczatku kasdego roku Paulina wplacata po 100 z} na lkonto opro-
centowane 4% w skali roku. Po czterech latach érodki zgromadzone
na koncie wyniosly:
K =100 -1,04* + 100 - 1,04% + 100 - 1,04* + 100 - 1,04 =
=100 - (1,04* +1,04% + 1,04% +1,04) =

1—1,04*

= 100 - 1,04 -~ 1
100-1,04- 5o 441,63 [z1]

Oblicz, ile wynosilyby érodki zgromadzone na koncie Pauliny po czterech
latach, gdyby oprocentowanie kouta bylo réwne:
a) 5%, h) 6%.

Pani Ania zamierza wplacaé 500 zl na konto na poczatkn kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4%. Jakim kapitalem pani Ania bedzie
dysponowata po 8 latach, a jakim — po 20 latach oszczedzania?

Pawel, ktéry ma 25 lat, zamierza wplacaé 100 zl na fundusz emerytalny,
na poczatku kazdego miesiaca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6%, a ka-
pitalizacja odsetek jest miesigczna. Jakim kapitalem bedzie dysponowac
Pawel w wieku:
a) 60 lat, b) 65 lat, ¢) 67 lat?

Do funduszu inwestycyjnego wplacono 10 000 zl na szed¢ lat. Na koniec
kazdego roku wplacona lewota generuje odsetki wysokodci 7%, ktére dalej
oprocentowane sa 5% w skali roku. Oblicz wielkoé¢ kapitatu zgromadzonego

po szesciu latach.

4.13. Procent skladany
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20.

21.

Oprocentowanie rachunku bankowego wynosi 4%. Aby za n lat wyplacié
10 000 zl, dzisiaj trzeba wplacié kwote ;10(92(1 z}. Oblicz, jakim co najmuiej
kapitalem na rachunku dysponuje pan Jan, jesli nie bedzie wiecej dokonywat
wplat, a przez najblizsze pieé lat zamierza wyplacaé na koniec kazdego
roku 10 000 z}. Jakg kwota powinien dysponowaé, aby mégl dokonywaé

wyplat przez najblizsze dziesieé lat?

Pani Ania zgromadzita na rachunku oszczedno$ciowym 100000 zi. Nie be-
dzie wiecej dokonywaé wplat na ten rachunek, ale przez najblizsze 20 lat za-
mierza na koniec kazdego roku dokonywac stalych wyplat. Jakiej maksymal-
nie wielkosci mogg by¢ wyplaty, jedli roczna stopa procentowa wynosi 5%?

*4.14. Granica ciggu

Zestaw |

1.

Oblicz kilka poczatkowych wyrazéw ciggu (ay), naszkicuj jego wykres
i podaj granicg tego ciggu.
a) an = hL c) an=3-— % e) an =3+ ____(_1)17.
b),a’":—v_? d) an:"2+31{ f) an = 4+(~1)”
Podaj granice ciagu (an).
a) gy, = 7722 C) Qp = —2 -+ Vl/TL- e) Ay, = 3_};%2

. 1\ —1 -1
b) an=5— ‘,%z d) a, =4+ ”d f) ap = (__12_%%,___)___

Ustal, ktére wyrazy ciagu a, = n%I nie naleza do przedziahu
- 1.1 1.1 1. 1
a) (-1;1), b) (=33); o (~ti%): D (-~ )

Na rysunku przedstawiono wykres ciggu (ay,). Ustal, ile wyrazéw tego ciagu
nie nalezy do przedziatu (1 —e;1+¢€).

2 2(—1)"™
a,) an =1 I—n+1, b) an:l"m, C) anp, = + (n-i-l) )
_»_]__ E —_— _1_ ET .J‘—
€=z = 30 L, 0
Y4 P : YA . : : ¥ .
; ! Pl | ] P : Cd
1-+e 1+¢ ® Fs N
1 1+ R g
l—¢ ’ o0 % ° i—g o °
o
© 2
ol 1 X ol 1 X o1 X
. Ciggi

5. Podaj granice ciagu (ay).

8) an=5-—-3 D) an=(3)"+2 ¢) a,=09"+1

Test ﬁednofkmﬁﬁeg@ wyboru

6. Liczba 3 jest granica ciggu:

— 3—n — V/3n+2 _ n?=9
A. Qp = 5 ) B. bn = 7;“, C. Cp = Py y

7. Wskaz ciag. ktérego granica jest liczba dodatnig.
A, ay = 2sin(nm)

3+(—1)"
n

B. bn = -ﬁ—zgﬁ D. dn -

. N o —1yn+1
8. Ile wyrazéw ciagu a, = Bi%

A. 98 B. 99 C. 100

Zestaw 11

9. Naszkicuj wykres ciagu (ay).

Wynosi?
dla n nieparzystych
a) an =< . YRR
= dla n parzystych
b) ay = ( dla n nieparzystych
1 + = dla n parzystych

C. ¢cn =tg(§ +nm)

5-2" 1

d) an = 21

Q4gntl
d?l - 'i‘gﬁ——

nie nalezy do przedziatu (0,99;1,01)?
D. 101

Czy ten cigg ma granice? Jedli tak, to ile ona

10. Podaj wzér podciagu ciagu (a,) skladajacego sie z wyrazéw o numerach
nieparzystych oraz wzér podciagu ciagu (an) skladajacego sie z wyrazdéw

o numerch parzystych. Czy ciag (a,) ma granice?
a) ap = (=1)"+2 b) a, = (=1)"- 34n

n

¢) an = cos(nm)

11. Dla jakich n wyrazy ciagu (a,) spelniaja warunek |a,| < £?

a) a, = 2%L,b 0,1 c) an=1—l%,€=0,001
b) an = 2=, e =0,01 d) an = 705, € = 0,0001

12. Dla jakich n wyrazy ciagu a,, =

Ay — 7 < ;
2 1000

4

ST + 7 spelniaja podang nieréwnosé?

4.14. Granica ciggu
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13. Dla jakich n spelniona jest nieréwnoé¢ [a, — gl < &7

8) an= 2o g= -3, =107

2n b) an = 3HL g=3,e=10"°

it

14. Podaj przyklad ciagu (an):

a) rosnacego i zbieznego do 6,

b) malejacego i zbieznego do V2,

¢) niemonotonicznego i zbieznego do 7.
-l

*4.15. Granica niewlasciwa

Zestaw |
1. Na rysunku obok przedstawiono wykresy ciagow v
an = /m i by, = —¢n. Podaj granice kazdego
7z nich.
14
2. Sprawds, czy ciag (a,) jest rozbiezny do —o0, czy ‘
do co. 0
a) an = in d) an = —n? + Tlﬁ
“b) ap=1-—n e) an = —0,01n?
) ap=n%+5 f) an=vn+1-2
3. Sprawds, czy ciag (an) jest rozbiezny do —cc lub do oo,

EL) Ay, = on b) Ay = —4" C) Qp = — (\/—'37)“ d) ap = (‘2)71

Test jednokrotnego wyboru

4.

Wskaz cigg rozbiezny do o0.
A a, = n—2n* 22041
M T

an__@n
36 D. a, = I

B. an = Sz

+ _ n+VCEn
C. ap="% ¥
Cigg geometryczny o pierwszym wyrazie rownym —2 ma granice niewlasci-
wa, jesli iloraz:

A g=-1, D.og=27—-3.

B.¢g=1-+2, C. q=sinl85,

Wskaz ciag arytmetyczny (a,) o réznicy 7 rozbiezny do —o0.
A.ag=-3,r=2 C.ar=3,r=-2
B.ag =5 r=3 D. a1:\/_2_,7'*:1

4. Ciagi

Zestaw Il

7.

Sprawdz, czy ciag (a,) ma granice niewlasciwa.

37" dla n nieparzystych

3') an =
n  dla n parzystych
77,2-1—] T IS . .
b) ay = 7= dla n nieparzystych
7! dla n parzystych

Dla jakich n spelniony jest warunek a, > M, a dla jakich a,, > 2M?
a) ap =4n —5, M = 1000 ¢) ay = Ty — 100
b) a, = 0,01n% — 10, M = 50 d) a, =n*—100, M = 10000

Wykaz, ze ciag arytmetyczny (a,) o rézuicy r jest rozbiezny:

a) do oo, jesli r > 0, b) do —oo, jesli r < 0.

*4.16. Obliczanie granic ciagdw (1)

Zestaw |

1.

Przeczytaj poedany w ramce przykiad.

Aby obliczy¢ granice, dzielimy licznik i mianownik przez n®, gdzie k
jest najwiekszym wykladnikiem w mianowniku.

0 0
e
. o2n?24+n+3 2424+ 2
lim ———— = lim —F—=— = =
n—>03n?4+5n—1 n=w3z 5 1 3
n n=
0 Mo

Oblicz granice ciggu (a,).

8) an = 257 O o= o8 ) an= MG
b) an = %Z’—j:% G) Uy, = ‘_1.—_11_—”%7_"’_2. h) an = %ﬁﬁ_——z%%%%
Oblicz granice ciggu (ay).

Wom = EEEEEE D) a=ginh o) = PR

4.16. Obliczanie granic ciagow (1)
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3. Przeczytaj podany w ramce przyktad. Zestaw [l

Aby obliczyé granice, wylaczamy 2z kazdego czynnika n przed nawias. 11. Wyznacz sume wystepujaca we wzorze ciagu (an) i oblicz jego gr anice.

. n2(g -1 2 — _4n®=3n41 _ 1454524 4571
lim Gn=1)(n+2 Nn+2) _ im i (3 ") (1 - ”) =3 a) an = T sy d) an = 5
v Yy s pn2(1ao8) (g4 4 -5 (2n—1 1
n=o (n+5)(dn+1)  noon (l + n) (4 + n) b) an = Hgi‘;‘ié}jdr? 2 €) an = 1+2-2i—2§+..§+2’”'
— 142434 (n42) N — 34324437
Oblicz granice ciagu (¢ ). ¢) an =3 A6+ (2n+2) £) an = 4116464+ 447
6n—1)(4dn+2) _ (9‘*‘5”)‘ N . . ) oo
a) ag = gmg—(gn—r ¢) an = 12. Oblicz granice ciagu a, = ﬁjﬂﬁ, jesli:

b) an = g:?o’)“(’%:ﬁg ) an = a) Tp=—1+2422 4254 427
b) ap=(:+3+2 4.+ m%—l)z_

n

“—( 1—2n7)7

4. Oblicz granice ciagu (an).

2 n2)(5n’?—1) . . .
a) ap = gﬁ—gi%%% d) a, = %“&%T)‘(qf)_.;.',{)‘ 13. Oblicz granice ciagu (a,)-
(9m4-1)3 N 2n—1)% __ +/n—1 . 4n+3 __ n=+/n _ 2n+Jn
b) a, = H.:QZ)-'-(—3>_772—5 e) an = 57;4—71 SN a) an = b) an=THoe ) an = srvn D o =T
34+2)(2n—3 . — 4-—n+3n®—9n! , . .
c) ay = ‘(%2_4,1))(“‘7‘(7?2’4:% f) an = (1-1%;{231(14-7?9) 14. Dana jest funkcja f(z) = Tigs- Oblicz granice ciagu an, = f (n?41).

s 11 R S 357447 —3 zez 5™ i obli i
5. Podziel licznik i mianownik ciagu ap = gEi—gngon Przez 9" i oblicz granice

o P

tego ciggu. Ile wynosi granica ciggu b, = 557

15. W tréjkat réwnoboczny o polu S wpisywano kota jak na rysunku.

O L £ £

6. Sprawdz, czy granica ciagu (an) jest liczbg nieujemna.
2741 d) an = 5FET

a) a’n = 3--4.27 T Bn__@Gn
37 } . 2.771__4!r.+1
b) an = 13337 e) ap = IR
AT 3n+1 G
c) an = ity f) an = T3 n=1 n =2 n=3 n=

Niech 7 oznacza liczbe kél stycznych do jednego z bokéw tréjka,ta, a S, -
sume pol wszystkich kél wpisanych w tréjkat w n-tym kroku. Wykaz, ze:

S, /3

Test jednokrotnego wyboru

7. Wskaz ciag, ktérego granica jest liczbg pierwsza.

2 lim — =

A a,= ’{-_—;—ig C. ap = 5—5—?:—;}; ) | ] n=>0n S (/)"
B. ay = @90 D. ay = 4.17. Obliczanie granic ciagow (2)

8. Liczba 2 jest granica ciagu a, = »,7‘”_1 :”il?: dla: Zestaw |
A k= -8, B. k= -4, C. k=4, D. k=38 1. Oblicz granice ciggu (an).

9. Granica ciggu a, = -:‘—%%Ii'l jest réwna 3 dla: a) ap =5"—3-2" D) a4, =4"+3-6"—8" ) ap,=—-2"+4-7" -5
A g=1, B.¢g=2, C. g=4, D. g=5. 2. Oblicz granice ciagéw (an) i (b,) oraz granice ciagu ¢, = T

10. Do przedzialu (0; 1) nalezy nieskoiiczenie wiele wyrazéw clagu: a) an=(n—1)(n+1)2—n3 by =n—/a+1

A an=22 B oan=5E C. an= 7%, D.a,=22 b) ap = (1—-2")2 —4", b, =3"—2.6"

164 4. Ciagi

4.,17. Obliczanie granic ciagéw (2) 165
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Oblicz granice ciagu (an).

a) an = 10n — 4n® d) anp =5n%—n*—9

b) an = 3n® —20n e) ap = —3n*+9n? +38

¢) an = 100n® — 5nb £) anp =2n° —Tn*+n

Oblicz granice ciagu (an)-

a) a"z = {L():n;ji d) Qn = 977(71:—1})-—1 g) an =
—n3 1—-3n? 4

b) an = ‘.127221 e) On = (—5:%-!2-3%_;) h) Qan
e 212 —1)(1—5n? :

¢) Gn = 751_-};1{”00 f) an = (_(1%’31{-2%1_;2)) i) an =

342
271

471 JI_S'JI,
52

3.7 —5" 4]

9-—hHn

Oblicz granice ciagdw (an) i (by) oraz granicg ciagu ¢p = dn — boy.-

1-2n2 _ 6"+l
= =t b) an =327, by, = %5

2
—n
a’) QAn = n20 U 3n

Oblicz granice ciggu (an)-
a) =+4/n+2—-+n+1 ) an =n—vn? —n

b) an = /dn — 1 —+/3n+5 d) an =+2n2+4—+n?+5

Test jednokrotnego wyboru

7.

A a,= 5+T C. ap= %:?l:g
. —n2 _ (2=3)(1+2n)
B. Cl.n—m'-_{_—l’r)i(‘mf’%_b—) D. CL',l-—W
8. Granica ciggu a, = :zﬂi—);e*'zﬁg— jest réwna oo dla:
A k<0, B. k=0 C. k>0, D. ke R.
9. Dane sg ciagi an, = 7—1:—’3 ib, = ”+3 . Wskaz ciag (c,), ktéry ma granice
niewtasciwg.
A. cn=an+bn C. ¢y = Gy - b
B. ¢, = @ — by, D. ¢, = %ﬁ-
Zestaw 1l

Wskaz cigg (an), ktérego granica jest réwna —oo.

10. Oblicz granice ciggu (an).

_ 2n-1 144+7+...4(3n-2)
a) n = =5 — n+1

b) an =2"— s

4. Ciagi

144424, 44771

Oblicz granice ciagu (an).

) a 5 dla n < 100 b a 2 dlan < 1000
a - = _
"L dlan > 100 " 24 dlan > 1000

Dla jakich wartosci parametru k ciag (ay,) jest rozbiezny do 00?

) —____kn

a) Gn = E=inTs
(k—1)n?—n—100

b) an = “—"F—

k

—_ n

¢) @n = 5pygon 8

I

dzie ke N

Oblicz granice ciagu (an).

a) Qo = __/n? +1 b) A = 3713 2 C) A = 14243+...4n
§ = FRndint o n T Jin?—ntdl n V25n44n+2

Oblicz granice ciagu (ay), korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach.

. 9 2n—1
a) ap = %sm n b) a, = 5-751‘7 cosn* ) an = -vz tg —(~”—)
Na rysunku obok przedstawiono wykre- YA
sy ciggdw a, = Y21 b, = ¥n. Oblicz 9l 4 ' Z
granice ciagut (Cn)- |

a) ¢, = V257

b) ep = Vn-T"

Ha

o 2 4 6'8'10 12 14

Oblicz granice ciagu (a,), korzystajac
z twierdzenia o trzech ciggach.

a) an = /8 5" 27 nh_r,n Yn=1
b) an = W -+ 6" + 87
C) Agp = ‘\/” n - 2"

d) ia'n, = /N + cosn

hm Ya=1dlaa>0

Ciag (ay,) jest ciagiem aryvimetycznym o wyrazach réznych od zera i rézni-
cy r # 0.
a) Wykaz, ze lim

attastazt...an — _:!'_
(an) 2'

n

b) Oblicz powyzsza granicg, jesli suma dziesieciu poczgtkowych wyrazdw
ciggu (an) o numerach podzielnych przez 3 jest réwna 95, a suma
trzeciego i széstego wyrazu wynosi 11.

4.17. Obliczanie granic ciggow (2)
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18.

Liczba 1 jest pierwszym wyrazem ciagu geometrycznego, ktorego ilorag
wynosi 4sinz — 1. Dla jakich wartoéci » z przedzialu (0;7) cigg ten ma
granice niewlasciwg?

*4.18. Szereg geometryczny

Zestaw |

1.

Wyznacz n-tg sume czeSciows, szeregi geometrycznego, a nastepnie oblicy
sume S tego szeregu.

a) 1+ ¢+ 55+ s+ .- b) 1—4-+5t—L 4. ..

Oblicz sume szeregu geometrycznego (a,,), majac dany jego pierwszy wyraz
i iloraz ¢.

a) o =8,q=% d) ay = —100, ¢ = —0,25
b) a1=—9,q:°§ e) ag=2,g=+v2-1
¢) a1 =54,¢g=0,1 f) a; = 26, g = _\/Tg

Uzasadnij, ze szereg geometryczny jest zbiezny, i oblicz jego sume.

a) 124+6+3+3 +... d) 4+ 0,4+ 0,04 -+ 0,004 + ...
b) —25—-10—4—§— .. e) ~Vh+l—detg—. ..
c) 27—18+12—-8+... f) 0,16 + 0,12 + 0,09 + 0,0675 +- .

Sprawdz, czy szereg geometryczny (a,) o podanych dwéch wyrazach po-

7

czatkowych jest zbiezny. Jedli jest, to oblicz jego sume.

a’) al::/‘g‘}:‘,?aa2='\/g

b) aj=7+3,ap =72 -9
c) a1 =3 —+/2, az = 92— 13.

Dany jest zbiezny szereg geometryczny o pierwszym wyrazie aq, ilorazie ¢
i sumie S. Znajac dwie z tych wielkodci, wyznacz wartosé trzeciej.

a) ag =0,1,5=0,3 d) q=lé3,5'::—\/§
b) g=-09,5=-1 e) q="Fk, S=k+1, gdzie ke (—1;1)
¢) ay = —/5, S =1-+/5 )y ap =k, S =2k, gdzie k £ 0

4. Ciagi

6. Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ¢ nieskoficzonego ciggu geometrycznego (ay),
jesli:
a) suma pierwszych czterech wyrazéw jest réwna 30, a suma wszystkich
wyrazéw wynosi 32,

b) drugi wyraz jest réwny 6, a suma wszystkich wyrazéw wynosi 27.

7. Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.
a) 0,(4) c) 0,009) e) 0,(50) g) —1,(027)
b) 0,(7) d) 2,4(5) f) 1,2(34) h) —2,(5445)

8. Dla jakich z podany szereg geometryczny jest zbiezny?

. —— 4—z\2
a) 1+ 3z + 922 + 2728 + ... b) —1+ 22 — (4=2)" 4

Test jednokrotnego wyboru

9, Stosunek sumy wszystkich wyrazéw zbieznego ciggu geometrycznego do
sumy wyrazéw o numerach nieparzystych wynosi %. Iloraz tego ciagu jest
réwiny:

1 1 1 1

10. Dany jest ciag geometryczny a, = a lq(”“l) taki, ze szereg a; +az2+as+. ..
jest zbiezny. Suma wyrazéw ciagu o numerach parzystych wynosi 6, a suma
wyrazéw o numerach nieparzystych jest réwna 8. Wynika stad, ze:

A ap = —6-3—, B. a1 = —4%, C. a = 2—%, D.oa= 3%.

11. Monotoniczny ciag geometryczny (ay,) spelnia warunki: a; — as = 80 oraz
a3z — as = 10. Suma wszystkich wyrazéw tego ciagu wynosi:

A, —1213, B. 602, C. 90, D. 1213.

Zestaw I

12. Rozwigz réwnanie, ktérego lewa strona jest suma wyrazéw nieskonczonego
ciagu geometrycznego.

a) 2z+4+ 8+ . =5x+3

b) z—2+2—. . . =8%

) z—2+(x—2P2+(@=x—-2°%+... =3 —1
d) cosz —cos®z +cosz —...=1—%cosz

4.18. Szereg geometryczny
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13. Dany jest ciagg geometryczny (ay) o ilorazie g. Dla jakich x suma wszystkich
wyrazéw tego ciggu jest wieksza od 107
a) a1 =5, qgq=2
b) ag =-3, g=z+1
¢) ar =2, q=z?

14. Wyznacz dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres. Dla jakich argumentéw
funkcja przyjmuje wartosci dodatunie?

a) f(x):l-l'%-i—”;—j-—}—... c) f(:c)zl—&—f}—{—%%-k...

. . 2 3 p !
b) flz)=-2+%5 — & +... d flz)=—-1+2-%+...
15. a) Suma wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego wynosi —4. a suma
szebcianéw tych wyrazéw jest réwna —192. Wyznacz pierwszy wyraz
i iloraz tego ciggu.

b) Stosunek sumy dziesigciu poczatkowych wyrazéw clagu geometrycznego
do sumy odwrotnosci tych wyrazéw wynosi 18. Oblicz sume wszystkich
wyrazéw tego ciagu, jesli dziesiaty wyraz jest réwny 13-

16. Na rysunku przedstawiono fragment nie- Y
skoficzonego ciagu prostokatéw. W kaz-
dym z nich dwa wierzcholki leza na
osi OX, a jeden z pozostalych wierzchol- 1+
kéw nalezy do paraboli y = z2. Oblicz
sume pél wszystkich prostokatow, jesli
dlugoéci ich krétszych bokéw tworzg ma-
lejacy ciag geometryczny.

[YCT: SUPRE——

X

PO L
[
(Y

17. Ciag (ay) okreslony jest rekurencyjnie:
fal = a3 = 1
1an+2 =—q, dan>=1

a) Oblicz szed¢ poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

b) Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciggu (b,) danego wzorem b, = S

4. Ciggi

Zestawy powtdrzeniowe

Zestaw [

Czy ciag (an) jest arytmetyczny? Ktbre wyrazy tego ciagu sa dodatnie?
=7 : 12—
a) an = 371'7 : b) a, = (n-— 2)(6 — 77) C) an = Gn‘z-:—ﬁ :

2. Wyznacz wzér ogblny ciagu arytmetycznego (ay) 1 okresl jego monotonicz-
nosé.
c) ay = 3+/2, a0 =0

a) ae=1,a4=9 b) a3 =1, ag = -8

3. Oblicz dziesiaty wyraz ciggu arytmetycznego (an) o réznicy 7.
&) a1 =5H,a5— a4 =25 b) r=—2,a9 a3 =1 c) ag+a12=2\/—5

4. Oblicz sume szesnastu poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (an).

az+ay =0 las —a3=—4 a1 ag =3

a) b) c)

al + a7 =2 Gy - Q5 = A3 asz +ayg =

5. Wyznacz sume Sg + Sig ciagu arytmetycznego (an) o réznicy r,’ jesli: -
C) as + a0 = -1,
d) ag = p, gdzie p e R.

a) ay = 6, S10 = 15,
b) r=2,57=1,

6. Ciag arytmetyczny (a.,) spelnia warunki: a1 - as = 0, as - a7 = —1. Podaj
wzér ogdlny tego ciagu i oblicz sume jego pierwszych dwudziestu wyrazow.

7. Oblicz sume wyrazéw ai1 + a2 + ...+ 019+ a2 ciaggu arytmetycznego (an),
jesli:
a) suma trzydziestu poczatlkowych wyrazéw tego ciaggu wynosi 60,
b) suma dziesigciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu o numerach nie-
arzvstvch jest réwna 55, a suma dziesieciu poczatkow ch wvrazéw
Y ) Y A
o numerach parzystych wynosi 50.

8. Pierwszy wyraz skoniczonego ciagu arytmetycznego jest réwny 5, a réznica
ciagu wynosi 2. Ostatni wyraz tego ciggu jest trzy razy mmniejszy od sumy
wszystkich poprzednich wyrazéw. Wyznacz liczbe N wyrazoéw tego ciggu
i oblicz ich sume.

Zestawy powtdrzeniowe
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Lewa strona réwnania jest suma poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycsz-
nego. Oblicz z.

a) T+4+1+4+...+x=—45
b) ~5+2+9+... 41 =75

+x =4z
+z=2zr+3

¢) —3—1+1+...
d) 4+25+1++...
Dlugosci bokéw wielokata tworza ciag arytmetyczny o réznicy 3 cm. Wy
znacz liczbg bokéw wielokata, jesdli jego najdtuzszy bok ma dlugosé 23 cm,
a obwdd jest réwny 100 cm.

Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym.

(A

= eI
Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie ¢ i zbadaj jego
monotonicznosé.

51—271

a) Uy, == C) Qp =

a) ¢=25,a4 = —5 b) a1 =4, ar =3 c) ay =5, a3 =1

Oblicz drugi i piaty wyraz ciggu geometrycznego (ay ).

ag = 9ay )f% az = 14 ¢) a3+ g — a5 = 44
ag + as = 84 |2 =38

Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (by)
o ilorazie q.

a) bl’—‘zll,q:——?.,

a9 -+ as —ay = —22

b) ¢=+2,b6=8V2 ¢) by =~—1,by=3V3

Oblicz sume szedciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometryczmego (by,).
a) by-ba=1,by+bg=3

b) by =6, S3 =45

c) b3 =4, S5 =4

Dany jest skoiiczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazéw. Pierw-
szy wyraz tego ciggu jest réwny 9, a suma wszystkich wyrazéw jest cztery
razy wigksza od sunly wyrazow o numerach parzystych. Oblicz piaty wyraz
tego ciggu.

Stosunek sumy dziewieciu poczatkowych Wylazow ciggu geometrycznego
do sumy trzech poczgtkowych wyrazéw wynosi Z Oblicz siédmy wyraz
tego ciagu, jesli pierwszy wyraz jest rowny 12.

4. Ciagi

18.

19.

20.

21.

Suma pierwszego, trzeciego i piatego wyrazu monotonicznego ciggu geo-
metrycznego (a,) wynosi 21, a réznica wyrazéw trzeciego i pierwszego jest
réwna 3. Wyznacz wzoér ogdlny tego ciggu.

Pozyczka wysokodci 5000 zt wraz z odsetkami zostala splacona jedno-
razowo po roku. Czy odsetki przekroczyly 5,5% pozyczonej kwoty, jesli
kapitalizowane byly miesiccznie, a roczna stopa procentowa wynosita:

a) w pierwszym pélroczu 6%, w drugim pétroczu — 4,8%,

b) w pierwszym kwartale 3,6%, w pozostalych miesiacach — 6%?

Rok temu zalozono dwuletnia lokate wysokosci 4000 zt. Odsetki naliczone
po roku stanowia 49% wszystkich odsetek koricowych. Jakie jest oprocen-
towanie lokaty?

Na poczatku kazdego roku pani Jola wplacala na konto 1200 zi. Ostatniej
- dziesigtej — wplaty dokonala rok temu. Przez caly ten okres oprocentowa-
nie konta wynosilo 6% w skali roku.

a) Oblicz, jakg kwotg dysponuje pani Jola obecnie.

b) Oprocentowanie konta zmniejszono do 5%. Pani Jola nie zamierza wiecej
dokonywaé wplat na konto, ale — poczawszy od nastepnego roku — bedzie
przez kolejnych dziesigé lat wyplacac¢ na koniec kazdego roku stata kwote.
Oblicz maksymalng wysoko$é wyplaty.

Podaj odpowiedz z dokladnoscig do pelnych zlotych.

Zestaw 11

22,

23.

Wykaz, ze jest to cigg arytmetyczny. Zapisz wzér ogdlny tego ciggu i oblicz
sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw.

a1 =10 ar=1-+/3
a) — 28,-10 b)

Uny1 dlan>1 Ani1 = an+2v3 dlan =1

Wykaz, ze jest to ciag geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciggu
i oblicz sume S wszystkich jego wyrazéw.

a; =4 a; = —3
2 =3 b) =2q, dlanz1
An+1 = 3 0n Gp41 = 50n, an =

dlan>=1

Zestawy powtdrzeniowe
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24.

25.

26.

27.

28.

31.

32.

33.

34.

35.

Zbadaj monotonicznosé ciggu (by).

a) by, = 32 b) b, =3"—2n—1

= 571 —4n? — 9n -+ 36

c) b, =n?

Dany jest cigg geometryczny (
geometryczny.

an). Wykaz, ze ciag b, = a2 1t a2 tez jest

Dane sg ciagi arytmetyczne (ay,) i (b,). Uzasadnij, ze ciag o wzorze ogdluym
Cn = @pt1bnt1 — apby tez jest arytmetyczny.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) jest dana wzorem 5, = 2n? — 5n.

Oblicz sume: aig + a12 + . .. + asa.

Dany jest ciag (a.), ktérego suma n poczatkowych wyrazéw wyraza sie

wzorem S, = an?+bn + ¢, gdzie a, b, c € R. Sformulyj i uzasadnij warunek,

przy ktéryiz ciag (a,) jest arytmetyczny.

LhEEE

Dana jest funkcja f(z) = 5x — 2. Oblicz f(2) + F(5) + f(8) + ... + f(29).

Liczby: 4,z,y sa kolgjuymi wyrazami ciggu arytmetycznego, a liczby:
2, x + 7, —3y — kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Wyznacz x i y.

Oblicz granice ciagu {(ay).

__ 1—2n+4n> — 3:4"—5
Zl.) an = G2t T d) Uy, = S_g.an
. 5 n N . 5”_'_5"1
b) an = Gy €) Gn = guygm
_ (3n2—4n+1)(1-n) v _ 10:37-3
c) an = In?¥7 f) an = 555

Oblicz granice ciagu (an).
a) an =+2n+1—+2n—3

b) an =32 +1—-+vVnZ+n+6

Wyznacz wartosci parametru p, dla ktorych:

(2—p)n —p)n ___5

a) hm 0 ST

-1
.
b) Jiny ey =~

Oblicz sume szeregu geometrycznego.

Z+sin? % +... b) (V5 +2)+ 5 -

Przedstaw ulamek okresowy w postaci utamka zwylklego.
a) 0,(5) b) 1,(36) c) 2,0(45) d) 4,(063)

VGRS S

a) 1+sin% g

4. Ciagi

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Dla jakich = cigg geometryczny o ilorazie g jest zbiezny?

a) q= 37;+21 b) ¢(z) =22 —4z —5

c) ¢g=sinz
Dla jakich z istnieje granica skoriczona ciagu (a,)? Oblicz te granice.

21\,
T @
+ (y/ﬁ)n cos™ x

- 2 4
a) (Ln——-m-’—w—}"

b) a, = V2cosa +2cosn + ...

Wyznacz zbiér wszystkich x, dla ktérych szereg geometryczny jest zbiezny,
i znajdi j@go Sumg S. Dla jakich wartodci © suma ta jest réwna 27

a) 2+az+32? 4+ 928+ b) 22 —Z+1 L4

Wykaz, ze dla wszystkich = € (—3; 2) dla ktérych szereg geometryczny
jest zbiezny, jego suma jest wieksza od zera.

a)l—tgm—f—tg?g;__‘__ b) sin? a:~——+ — .

4sin?z
Rozwiaz réwnanie.

15(1+2+45+.. )=81+Zx+&+..)

Wyznacz dziedzing i wzdr funkeji f oraz naszkicuj jej wykres.

. . 22 - o\ 2 :
a) fl@) =1+ 15+ (75) +... b) flo)=1+22+(222)" + ...
Zbadaj monotonicznosé ciggu (ay,) i oblicz jego granice.

- 3n24n—2
T (nAD)+(n42)+(n4+3)+...F2n

Wrykaz. ze dia dowolnej wartoéci parametru k granica ciagu (a,, ) okreslonego

WZOorem:

_ (KP—4k)n+4,(9
An = 1-2n

jest nie wigksza niz 2. Zbadaj monotonicznosé ciagu (ap), jesli lim a, = 2.

T~>00
Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego a, = 3 - (é)
o numerach:

a) parzystych, b) niepodzielnych przez 3.

Liczby: 27, ag, as sa poczatkowymi wyrazami zbieznego ciggu geometryczne-

go (ay). Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu i oblicz sume wszystkich jego wy-
razéw, jesdli liczby: as, as, 6 tworza w podanej kolejnoéci ciag arytmetyczuy.

Zestawy powtdrzeniowe
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46.

47.

48.

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r == —% i ciag by = 9%,
a) Uzasadnij, ze (by,) jest ciagiem geometrycznym zbieznym.

b) Oblicz ag, jesli suma wszystkich wyrazéw ciggu (by,) jest réwna 4,5,

Na rysunku przedstawiono fragment nieskoriczo- A
nego ciggu odcinkdéw tworzacych lamana. Kolejne T
odcinki sg prostopadle na przemian albo do pélpro-
stej O.B, albo do pélprostej OA. Wyznacz dlugosé
tamanej, jesli kgt miedzy tymi péiprostymi ma
miarg 45°, a dlugosé odcinka OA jest réwna a.

KN

B

Dany jest nieskoriczony ciag szedcianéw. Krawedz pierwszego z nich jest

réwna 9 cm, a dlugosé krawedzi kazdego kolejnego szescianu jest dwa razy

muiejsza od dlugosci krawedzi poprzedniego szescianu.

a) Sprawdz, czy suma objetosci wszystkich szedcianéw przekracza litr.

b) Oblicz stosunek pola powierzchni plerwszego szeScianu do sumy pél
powierzchni pozostalych szedciandéw.

Zestaw 11

49.

50.

51.

Suma 1 poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego jest rowna 16, a suma
2n poczatkowych wyrazéw wynosi 64. Wyznacz réznice tego ciggu, jesli
Jjego pierwszy wyraz jest réwny 1.

Dany jest k-elementowy ciag arytmetyczny:
k-1 k41 k242
k k2 ? k ? k r

a) Wyznacz ostatni wyraz tego ciagu i sume S, wszystkich jego wyrazdw.

., dlakeN.

b) Ile wyrazéw ma ten ciag, jeéli suma S} = 267

Dla jakich wartodci parametru m liczby: .y, 2z, ktére sa rozwiazaniami
ukladu réwnan:

20 +y+z=2m+ 3

dr—y+2z=5

-2 42y —z=m — 2
tworzg w podanej kolejnosci ciag arytmetyczny?

176 4. Ciagi

52,

53.

54.

55.

56.

57.

58.

60.

Wykaz, ze jedli stosunek sumy k poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycz-
nego (a,) do sumy [ poczatkowych wyrazéw tego ciagu wynosi k2 : [2, to:
ap _ 2k—1

- a  20—1

Liczby a i b s piefwiastkami réwnania 2 + Az +2 =0, a liczby c i d sa
pierwiastkami réwnania z° + Bz + 32 = 0. Wyznacz A i B, jesli liczby:
a,b, c,d tworzg w podanej kolejnodci rosnacy cigg geometryczny.

Suma 3n poczatkowych wyrazdw rosnacego ciagu geometrycznego jest
réwna 7, a suma 2n poczatkowych wyrazéw wynosi 3. Oblicz sume n po-
czatkowych wyrazéw tego ciagu.

Suma kwadratéw trzech liczb tworzacych ciag geometryczny wynosi 21.
Wyznacz te liczby, wiedzac, ze jesli do pierwszej z nich dodamy 1, od
drugiej odejmiemy 4, a trzecia zostawimy bez zmian, to otrzymamy ciag
arytmetyczny.

. . . . . L . n4+1}—n!
Oblicz granice i zbadaj monotonicznodé ciggu: a, = %ﬂtfgw

Zbadaj zbieznosé ciagu (an).

b) a, = 711%:[3" cosnm

a) ap = ysin ¢) an = (sin¥ +cos F)"
Wartoéci funkcji f spelniajg dla kazdego z nalezacego do jej dziedziny
réwnanie: )

1 (x ] 24 =
@)+ @R+ = o
gdzie lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego.
a) Wyznacz dziedzine i wzér funkeji f.

b) Narysuj wykres funkeji f.

Dany jest szereg geometryczny:
1
Vit —14 ————— ...
V1i+z
Dla jakich wartosci « suma tego szeregu jest:

a) réwna 2, b) mniejsza od 47

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 1 +z + 22 4+ ... = o + m, gdzie
lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego, ma dwa rozwigzania?

Zestawy powtorzeniowe
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

Podaj zalezno$é, jaka musi zachodzi¢ miedzy liczbami a i b, aby réwnanie
z* + az? + b = 0 mialo cztery pierwiastki tworzace ciag arytmetyczny.

Wykaz, ze jesli (an) jest ciagiem arytmetycznym, to jego wyrazy spelniajg
zalegnosé:

(a1 +ag+...+ agnﬂl)an+1 ={ag+ a4+ ...+ agn )G

a) Podaj pierwszy wyraz w setnym wierszul.

Cigg dodatnich liczb naturalnych dzielimy na ko- 1: 1
lejne ciggi skoficzone jak pokazano obck — w n-tym 2: 2,3
wierszu wpisujemy n kolejnych liczb. 3: 4,56
4: 7,8,9,10
5:

. . 11,12
b) Wykaz, ze suma wyrazéw w n-tym wierszu 1,12,13,14,15

. 3
dana jest wzorem S, = %2

W  réwnoramienny tréjkat prostokatny A
o przeciwprostokatnej a wpisujeniy prosto-
kat jak na rysunku. Trzy mniejsze tréojkaty, ,
ktére powstaly w ten sposdb, sg przystajace. 7\
Nastepnie w kazdy z trzech nowo powstaiych
tréjkatéw znéw wpisujemy prostokat i otrzy-  F
mujemy dziewieé tréjkatéw przystajacych.
Procedure te powtarzamy w nieskonczonosé.
Niech S, oznacza sume pol prostokatéw wpi-

¢
sanych w krokach od pierwszego do n-tego E B
wlgcznie.
Lo _
a) Wykaz, ze nlg}go Sn =%

b) Oblicz pole najwigkszego tréjkata i poréwnaj je z wynikiem nzyskanym
w podpunkcie a).

Ciag (an) zawiera kolejne liczby zlozone z samych jedynek: 1,11,111,...
Wrykaz, ze suma dwudziestu poczatkowych wyrazéw tego ciagu jest dziewied
razy mniejsza od wyrazu ag; pomniejszonego o 21.

Dany jest ciag (an) o wyrazach: 15,1155, 111555,11115555, ... Podaj je-
go wzér ogdluy i wykaz, ze ciag by, = +/an -+ 1 jest ciagiem o wyrazach
naturalnych.

4. Ciagi

*5 1. Granica funkc

i w punkcie

Zestaw |

1.

(%3]

Odczytaj z wykresu, ile jest réwna gra-
nica funkcji f w danym punkcie.
a) lim f(x)
3
b) lim_f(x)
Cop——2

) lim f(x)

d) lim f(z)

Naszkicuj wykres funkcji f. Ile jest réwna granica lin%) f(z)?
Tr—
b) f(z) = 24

Naszkicuj wykres funkcji f. Czy funkcja f ma granice w punkcie zg = 17

a) f(z) =2 —4z

dr—2 dlaz<1 22-1 dlaz<1
(z) = c) flz)=
2) f(z) { 3 dlaz>1 ) f(z) {-—83:+2 dlaz>1
204+1 dlaz <1 r+2 dazx<l1
) (@) L 4 dla x> 1 ) f(@) {4—332 dlaz>1

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f. Okresl, w ktérych punktach
g € {—2,—1,0,2} istnieje granica xlil’l;l flz).
o

a) oo AP

Dla jakich wartoéci parametru a funkcja f ma granice w punkcie zg = 27

z+2 dlaz<?2 22 -2z +4 dlaxz#2
2 'l. e ] T) =
a) /(@) { o dlaz>?2 b) J(@) { dla z =2

5.1. Granica funkcji w punkcie
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glz)+m dlaz<0
h(z) dla o >0

Test jednokrotnego wyboru
11. Dla jakiej wartodci parametru m funkecja f(z) =

ma granice w punkcie zg = 07 Naszkicuj wykres tej funkcji dla wskazanej

6. Na rysunku obok przedstawiono frag- Loty
ment wykresu funkcji f : R — R 0 W O T T O A wartosci m.
dla ze€(~1;0). Dla x € (—o;—1) R ; a) g(z) =22 +4x~5, hz)=2z-1 b) g(z) = -z, h(z)= I%
funkcja f jest okreslona wzorem . 1
f(z) = -z +a. Granica liml f(x) ist- d\tv 7 ;
T = . H i !

- . 3, . 3"1.: i
iege, Jest *5.2. Obliczanie granic
A. Cl~=“3, C G:_l,
B. a =3, D. a=2.

Zestaw 1

7. Dana jest funkcja f(z) = ﬁ;:—j—l Ile jest punktéw zg € R, w ktérych nie 1. Oblicz granice.

istnieje granica lim fa)? a) r?_1}%(932 +22-7) b $1_1}1_13(4 —Ja)) ¢) 3318(4 — 9%+ a?)
A0 B. 2 C. 3 D. 4
2. Oblicz granice.
8. Fflnkqa,m f : R — R pl-zy.JmuJe—d})a. .,L'I > z Weutosc Stcllcl r?‘wilag 4, Ftuﬂfzc‘}a' ta a) 11:1;112 2”;;3] b) h_lf}) '232%;:4:33 c) grgl (ngi«g—s + 33:)
nie ma granicy w punkcie xg = 2, jesli dla x < 2 jest okredlona wzorem: E @ x
A. f(z) = -2z +8, C. f(z)=3z-2, 3. Oblicz granice.
B. f(z) = -z +6, D. f(m)::?,n:—i—‘z. W N . s e
a) Jm s b) lim vz (Vo —1) o) lim 250
Z w
estaw [ 4. Oblicz granice.
; 22,—4 ; ;2 —9 ST ;% —25%
9. Uzasadnij, korzystajac z definicji, ze funkcja f ma w punkcie zo = 1 granice a) ,}1_}}!2 a5 d) 1115% T g) l.m}, P v
réwna, g. : b) lim ZgtTe=8 e) lim 4=5g—9s’ h) lim 4z =Setl
a.) j(:L') —dz 43, g="T b) J(C(,) =22 27 — 5, 9=-2 p—] 2% ~:a:+3 o1 ®H1 T1 TIH2w—3
¢) lim 2l ) lim =49 ) lim e
10. Funkcja f :(—4;4) — R dana jest wzorem: T
2046 dlaze(—4-2) 5. Oblicz granice.
—z+2 dlaze{-2;1) a) 111 z— 16 N/ ) Vaz—1-1
) = ’ a c) lim e hm Vo=
Fla) = 2 dlaz=1 —16 Vo ) ez F2 ) z—3 2wt
20 —3 dlaze(1;4) b) h-rg Vi { d) ml_i)lgl —-%f;:’l—‘}- ) lbii)m %—W
T==g

Naszkicuj wykres funkeji g i okredl, czy istnieja granice: lim2 glx), liml g(x)
L T —
6. Dla jakiej wartosci parametru a dana granica jest réwna 27

oraz lim1 g(x).
T—
a) lim (2z + a) b) lim(a + |z])? c) lim(3z% + 5z — a)
z——1 T—>1 z—0

a) g(z) = f(z) +3 b) g(z) = |/ (=)l ¢) g9(z) = f(lz])

i 180 5. Rachunek rézniczkowy 5.2. Obliczanie granic 181
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7. Wyznacz wszystkie wartoéci zg, dla ktérych zachodzi dana réwnosé.

a) Il_ig}g(élm —-5)=17
b) }im (22 =5z +9) =3
¢) lim (lz} - 5)=—1

T—>ZTg

Test jednokrotnego wyboru

8. Dana jest funkcja f(z) =3 — 12 —]1 - :uH. Dla ktérej z podanych wartosci

xg zachodzi réwnoéé lim f(z) = 07
T—xQ

11. Przeczytaj przyklad w ramce.

A dlazg=0 B. dlaxg=2 C.dlaxzyg=3 D. dlaxyg=6
9. W ukladzie wspéirzednych, w kté- v
rym aszklcowano wykres funkcji — f -
flz)= s+; , zapomniano umiesci¢ \O\ —
jednostke na osi OY (rysunek obok). —2 O; L X
Granica funkcji f w punkcie zg = —2
réwna jest:
2 3 3
A. g, B. Z, C- 17 D' 5.
10. Roéwnosé iim 22”21:——@3'—?-@3 = a + 6 zachodzi dla pewnej liczby o nalezacej do
e
przedziatu:
A, (=3;-1), B. (—1;1), C. (1;3), D. (3;5).
Zestaw [I

5’— 1 lim (%"1) ((%)24‘\77_“ ‘H) o Korzystamy ze wzoru
S (z—l)((%)2+&’5 +1) (=B tabtb) =a

i STV LT e i
m%—l}} (m—l)((%)~+%+1) 7'1_1311 (%)2+% + )

lim
a—1 * ExS

5'__ b3

Oblicz granice.

Itz —31 z . z—1 [ —2
a) lim ¥="% b)) lim —F— C 11111 MEC- T2
) z~>0 ) 2—1 1—2—a ) 9 81‘ 9

5. Rachunek rézniczkowy

12. Sprawd?, czy zachodzi réwnosé:
a) Igril—_ sinzcosz = —%, b) 121% sinzdl =9, c) lim et =2
3 6
13. Ustal, dla jakich wartosci a zachodzi podana nierdwnosé.
. v/3a cos(z—2) 4
}1332( aZet1 +W)>1
14 Oblicz gra;ucq. N . sin 2z = 2sinz cosx
a) hn%) S b) p}m}r “cos 3 cos2zx = 2cos’x — 1
- T
*5.3. Granice jednostronne
Zestaw 1
1. Na rysunku obok przedstawiono wy- Ly ;
kres funkcji f. Odczytaj z niego, ile jest 1 | @~ |
réwna granica jednostronna funkeji f
w danym punkcie. ;
a) lim f(x ) lim f(x
) b f(@) o) lim f() A
b) linll flz) d) hn? f(z) 0] 1 X
r—1" T4 N

e

Naszkicuj wykres funkcji f. Oblicz 111121 f(z) oraz lir};r f(z). Czy istnieje
T—>2 T—

hm f(2)? Odpowied? uzasadnij.

2) flz) = { —x+3 dlax<2 c) f(r)_{:c~l dlaz <2
2 )= 2

—z* dlaxz>2 = dla z > 2
2? dla z <2 —z+2 dlaz<?2
b) f(z) = 3 dla =2 d) f(z) = -2 dla z =2
22 —2 dlaz>?2 22 —4 daz>2
Wrykasz, ze funkcja f nie ma granicy w punkcie xg.
a) fz) =%, w0=-2 b) f(z) = A2z g =

5.3. Granice jednostronne
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4. Oblicz granice.

2?42z o Be—d
a) hm+ TP’O c) hnla i-ff%%—i e) hml+ o
z—5 17 T——
s 22 23 ta—5 : -3
b) 111'Il+ z—d d) E’? 5w f) g~1-1.}12’1~ P P
— 2

5. Sprawds, czy funkcja f ma granice niewladciwg w punkeie xqg = 3.

8) flz) = b) @)= ) @)=k

6. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkeji f.
a) f(z)= 7% b) flz) =23 ¢) fz) =25

7. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkeji f.

o) f(z) = S5

e) f(z) %j?m%?

a) f(z) = e
b) flz) = —f- d) flz) =2+ f) f(z) = 252

Test jednokrotnego wyboru

8. Wskaz funkcje, dla ktérej lil‘gl f(z) = —o0.
oA

fl@)==5 C. flz) = 22
flz)= =% D. f{z) = &2

9. Wykres funkcji -f przedstawionej na ry-
sunku obok ma dwie asymptoty pionowe:
z = —3 iz =—1. Ile asymptot piono-
wych ma wykres funkcji g(z) = f(|z])?

A0 B. 3 C. 2 D. 4

10. Funkcje f(z) = -~;,— i g maja taka samg granice przy ¥ — 3%, gdy:

C. 9(®) = =y
D. g(2) = g=ye=s-

A. g(z) = G- m)z»

B. g(2) = 35y,

5. Rachunek rozniczkowy

Zestaw [l

11.

12.

13.

14.

*5.5. Granica funkcji w nieskoficzonosci

Dane sg funkcje:
fi(z) = &£, fa(z) = ==
fa(z) = 2, fa(z) = 1.
a) Uszasadnij, ze:
lim F(2) — T SR I _
Jim a(e) = lim fola) = lim fo(@) = lim fi(e) = o
b) Oblicz:

Jim (A1) = fale)), lim, (f2(a) = fa(@), lim (Fa(e)  fa(e).

Jaki warunek musza spelniaé parametry a i b, aby wykres funkecji:
f( LL) 227 —i u’L—Lb

mia} asymptote plonowel?

Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f.

8) f(z) =1 b) f(z) =22 o) f(@) = pogfey
Wykres funkcji f ma dwie asymptoty pionowe: z = —2 oraz = — 1. Podaj

asymptoty pionowe wykresu funkcji g.

a) g(z) = flz—1) b) g(@) = f(=2)+2 ¢ g(z) = f(lxl)

o °

Zestaw [
1. Oblicz granice.
a) ”3111333(4933 — 4z +1) «¢) Jim (52 — 2%)7 e) mgglm(x4 + 322 + 2z)
b) lim (3+ 2z ~2%)  d) Jim (22 + 1)4 f) m}illlw(:v?’ — 2% —12)
2. Oblicz granice.
a) 11111 514 1 d) Th—lgc}a a;l rzws g) : }B}go :I:C‘QZfLi’;3
b) Jim 14;55 e) Jim —a%l_ﬁ%%; h) Jm ﬂ%l;z—@ﬂ
©) Jim, i f) Jim, S D Jlim

5.5. Granica funkcji w nieskoriczonosci 187
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Parametrom a, b i ¢ przyporzadkuj wartodci 2, 3 i 4 tak, aby ponizsze
réwnosdci byly prawdziwe.
4z° 4 272" 1—a¢

S| — =0, lim ———=w
qlig—looQ 3x3 3’ 1—1}}——00 3+ 2x+1 a—00 27 + 5 )

Okreél stopnie wielomianéw wystepujacych w liczniku i mianowniku funkeji
wymiernej f. Oblicz granice funkeji f w 00 oraz w —o0. Co zauwazasz?

¢) flx) = LDt

a) flz) = .l.ir&:l,l G

N (Ba+1)(2—a)
z(dx+2) b) f(z) = (n:{-l-;—‘z)(m—HB)

Oblicz granice.

a) :Eh—1>1c‘10 (\/332 +2- 1!‘) d) P VT~V —d

b) Jim, (:c — /x> +Z) e) Tlim (\/932 + 3+ 7’)
c) lim (\/.’B +7 - ﬁ) f) lim (\/TQ + 5+ L) i) lim ‘f;,z

r—o0 T

4
g) lim ——s—
b) s —on T T —dr

h) lim

Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkeji f.
8) f(2) = g5 ¢) fla) = 2t

b) flz) = 5% d) f(x) = e

Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkeji I

a) f2) =355 c) fla)= Tﬁ:l- e) f(x)= :f;:l

b) fe) =% d) fl@)= 3 ) flo) = A

- 3
e) Jf(w) ns4+gr::~3 +8

| Fr 1 —;‘2-—-2“"1
f) f(,w) — 'UITL"L

Test jednokrotnego wyboru

8.

. . 2203 . . NAEE) . )
Niech a = lim —@-ﬁ, zad b= lim —%{% Wéwezas:
z=so0 Tl r—> 0

A. ab= -3, B. ab=3, C. ab=4, D.ab=29.
Na rysunku przedstawiono wykres funk- ’ Y

cji f(z) = §2z{ . Asymptotami poziomy-

mi Wykresn funkcp g(z) = f(x) —2sa —
proste: - . RERT

A y=2y=—2

B.y=0y=-2
C. y-_-_(), 1/:_4'7
D oy=-2y=—4

5. Rachunek rézniczkowy

10. Dana jest funkcja f(z) = V922 + 42 + 3z. Jej wykres ma w —oo asymptote

pozioma dang réwnaniem:

A.yz—%,‘ B.y=-1, C.y=-2 D.y=0.

Zestaw [

11.

12.

13.

14.

15.

Wyznacz granice w oo funkeji f oraz g.

f@)=¥a3+1-23 -1, g(x)= a3 4+ 22 -

/a3 —

Dila jakich wartodci parametru a zachodzi ponizsza réwnosé?
(6 —3a)z? +4z+7
lim

=2 —3a
=0 (g2 -*4).’),2-—.1,—‘—12 .

Wyznacz dziedzine funkcji f. Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wy-
kresu funkcji f.

a) f(z) = Y22 b) flz) = & ¢) f(z) =

LT

ViE

Dla jakich wartodci parametréw a i b wykres funkcji:
3
az® + (a+b)x+1
fla) = AT
224 — 5z — 3
ma jedng asymptbote pionows i jedng asymptote pozioma?

Podaj asymptoty poziome wykresu funkcji g, jezeli TIin{}o f(z) = —3 oraz

lim f(z) =2
T—>—C0

a) g(z) = f(z)—4  b) g(z)=[f(2)] ¢) g(z) = f(l=l)
*5.6. Ciaglos¢ funkdji
Zestaw
1. Na rysunku obok przedstawiono wy-

kres funkeji f. Odczytaj z niego, czy
funkcja f ma granice w punkcie g oraz
czy jest w tym punkcie ciagla.

<O

a) xg=—2 c) mp =2

b) zo=1

5.6. Ciaglosc funkeji 189
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. Wykaz, ze funkcja f jest ciagla w punkcie zp.

&) f(x):.?a:z—l—l, :UO::% b) f(T):;—t%a Zp =1
Zbadaj ciagtosé funkcji f w punkcie zg = —3.
24223 (la g # 3
a) f(a,) — ) a?+da+3
-2 dla z = -3
T (=2 dlag < -3
SRR i
i dlaz >~
. Naszkicuj wykres funkcji f i sprawdz, czy jest to funkcja ciagla.
2—z dlaxz<-1 dlaz <1

o) flw) = {

—2x+3 dlaxz =1

o -

1 -3z dlaz>-1

3z -2 dlaz<2 4—z? dlazx<0
b) f(z) = 4 dla z =2 d) fl=)= 0 ) dla z =0
z+2 dlaz>2 (x—2) dlaz>0

Zbada.j ciaglosé funkeji f. Jesli jest nieciggla, to podaj wszystkie jej punkty
nieciaglosci.

2=z dla z e R\{-2,2}
a) f@)=+{ % dlaz=-2

—-% dla z = 2

dz+3 dla e (—00;—2)

b) f(z)=<{2*—9 dlaze(~27)
2?41 dla z € (7;0)
0.2 .
Se-detl  dla g e (—o0; 1)
c) fz)= %T-—% dla z € (—1;2)
a1 )
L _\Zc%__i— dla x € (2;00)
(o +2] dalz|=1
d) f(z)=4{Va2+1 dlaze(-10)
W dla z € (0;1)

5. Rachunek rozniczkowy

6. Dla jakich wartodci parametru a funkcja f jest ciggla?

2c0+1 dlaz#5
) f(av)z{ 2
—2z dla z < —1
a+3 dlaz=-1
22 4+2 dlaz>-—1

a—z
) fwy=1 =1 s
(z+a)? dlaz>0
2z —2)? dlaz<4
10—a dlaxz=4

Vz+3a diaz>4

dlaz =25

b) f(z) = d) f(z) =

Test jednokrotnego wyboru

7. Dla z € R\{2} funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = ’523;§, zas dla z = 2
jej wartoé¢ réwna sie a? — 20. Funkcja f jest ciagla, gdy:
A la|=2v2, B.|a|=3v2, C.la/=2v3, D.|a|=3V3.
8. Funkcja:
3ax — %a dlaz < -1
f(@) = {x3 -2z +5 dlaz> -1
jest ciagta dla pewnej wartosci a nalezace] do przedziatu:
A (-15-1),  B. (=%0), C. (0;1), D. (4;1).
9. Na rysunku obok przedstawiono frag- Do
ment wykresu funkgcji ciaglej f : R — R. | \
Dla z € (—o0;—2) U (1;00) funkcja ta ;| \ ‘
moze by¢é dana wzorem: . | A&
A f(2) = 2% — 4z + 1, :
B. f(z) = —2? — 4z — 3, A L
C. f(z) =2% -2z —1, o i
D. f(z) = —2% — 2z + 1.
Zestaw
10. Dla jakich wartosci parametréw a, b i ¢ funkcja f jest ciagla?

Frte dlaz < -3 4 dlaz <2
a) flz)=< b—1 dlaz=-3 b) flz)=1 bx+1 dla2<z<3
clx+1] dlaz> -3 Vaitl-c g1 053

5.6. Cigglos¢ funkciji
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11. Dobierz punkty z; i 22 (z1 < x2) tak, aby funkcja f byla ciagla. 4. Z rysunku obok wynika, ze réwnanie 2> +xz—1 =0

. (réwnowazne réwnaniu z° = —x + 1) ma jedno

2w+ 3 dla-@ < 2 rozwigzanie zg nalezace do przedzialu (0;1). Prze-

flay=Rlz—1—lz— 2l dlaz <z<w dzial ten dzielimy na n réwnych czedci. Sprawdz,
10 — a:z dla z > z2

do ktérego z otrzymanych przedzialéw nalezy xg.

12. Niech funkejay = f(m) opisuje licabe pierwiastkéw réwnania kwadratowego

22 + 4z — 7 = m w zaleznoéci od parametru m. Naszkicu] wykres funkeji f
i zbadaj jej ciaglosé.

5. Naszkicuj wykres funkcji f i na tej podstawie okresl, czy funkeja f przyjmuje
wartosé najmniejsza. Nastepnie sprawdZ, czy mozna zastosowaé twierdzenie
Weierstrassa o osigganiu kreséw.

a) fz) =242 +6, ze(1:3) d) f(2)=tgz, ze(-5;%)

r-+4 dlaze{-1;0 z dlaze(0;1
b) fwy= 4t 4 D sV o1
4—2° dlaxe0;1; 1 dlaze(1;4)

13. Dana jest funkcja f(a) = 5}; + ;035, gdzie 1 i xo sa dwoma réznymi pier-
wiastkami réwnania 22 — (2 + a)z + 2a = 0. Okredl dziedzing funkcji f
i naszkicuj jej wykres. Czy funkcja f jest ciggta?

14. Niech F oznacza figure bedgca czescia kwa- y i
dratu o wierzcholkach A(0,0), B(4, O), C(4,4) D
i D(0,4), ktéra lezy w péiplaszczyznie y < az, ,
gdzie a > 0. Zbadaj ciagtod¢ funkcji y = Pla) " ’ mal
opisujacej pole figury F. /{ s . ‘ A

B % dla z € (—1;0) N |z —2] dlaz #2
K f(m)_{\/:? dla @ € <0;1) £ f(l)_{ -2 dlaz=2

6. Naszkicuj wykres funkeji f i na tej podstawie okredl, czy funkcja f przyjmuje
warto$¢ najwieksza. Nastepnie sprawdz, czy mozna zastosowaé twierdzenie
Weierstrassa o osigganiu kreséw.

a) f(z)=(z—1)% we0;2)

fa: +1 dlaze(-1;0)

*5.7. Wiasnoéci funkcji ciagglych b) Fa) =
’ l —r  dlaze0;1)

Zestaw o) fle)=131, ze(0;1)

1. Ugzasadnij, ze réwnanie ma rozwigzanie w podanym przedziale. D /E dla = < 0: 4)
‘ . . o o
a) 20° 44z =5=0, (G:1) ©) F=veta (L4 2— (z—4)2 dlawe (4;5)
3 - s
b) 2% +x=—4, (=2-1) d) sine =3 -2z, (0;%)

2. Naszkicuj wykresy odpowiednich funkeji i ocen, czy réwnanie ma 1'OZVY1QZ'&—
nie. Jezeli ma, to podaj przykladowy przedzial, w ktérym sie ono znajduje.
) ’ ? - . - . . -
Sprawdz swojg odpowiedz, korzystajac z twierdzenia o przyjmowanin wal
tosci posrednich.

Test jednokrotnego wyboru

7. Dana jest funkcja ciagla f: R — R taka, ze f (—%) =251 f (%) = 5+/2.
Woéwezas do zbioru wartodci tej funkeji nalezy na pewno liczba

: W o Q2 — T = Ccos T = /5 3
a) 2 =27+ 2 b) g =5 ¢c) 22— 7 =cos A. B3, c 3,
Q. /0 iy
; £ TAwranie 1 - 20 4 1 = 0 ma B. 3V3, D. 0.
i Sci O X anie x 20 + 1 =0 ma
3. Wyznacz przedzial diugoéci 0,1, w ktorym rownanie 2 +
rozwigzanie.
192 5. Rachunek rozniczkowy
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8. Dana jest funkcja ciggla f : (~4;6) — R. W tabeli podano wartosci tej
funkcji dla kilku wybranych argumentéw

. i
T -4 | -2 | -1 % |0 f L 508 ¢

i i O = T
f(z) 3 21 2 }‘—%1—3i6§—1’i

Jaka jest najmniejsza mozhwa hczba miejsc zerowych tej funkcji?
A. 3. B. 4 C. 5 D. 6

Zestaw I

9. Znajdz blad w ponizszym rozumowaniu.

Poniewaz f(— 1) —1 < OQoraz f(1I) =1 >0, to z therdzenn
o przyjmowaniu wartosci posrednich wynika, ze réwnanie 5 =0 ma

Czy rOwnanie = = 0 ma rozwiazanie? Funkcja f(z) = 1 jest ciggla. }
|
pierwiastek w przedziale (—1;1). }

10. W narozniku prostokatnego trawnika o wymiarach 3 m na 7 m whito kolek,
do ktoérego przywiazano na sznurku zartoczng koze. Wykaz, ze dtugoéc =
sznurka pozwalajagca kozie na zjedzenie trawy dokladnie z polowy trawnika
spelnia nieréwnosé 2+/3 < z < 3/2.

11. Naszkicuj wykres funkcji:
-3z =7
—z?4dz+1 dla —1<2<3
—2x + 10 dlad3<az<5b
i podaj warto$¢ najmniejsza m i wartos¢ najwieksza M fuunkcii g.
a) g(z) = f(z —2) ) g(@) = |f(z)]
b) g(z) = f(x) +1 d) g(z) = f(l=])

12. Dla jakiej wartoéci parametru k najwigksza wartcéé funkcji f jest o 2
wieksza od najmniejszej wartosci tej funkcji w podanym przedziale?

a) f(z) = 2% — 4z, z € (1;k), gdzie k > 1
b) f(z) = ka?+2z—3,ze{1;2)

dla - 5o < —1

flz) =

13. Niech f(a) oznacza liczbe rozwiazan réwnania sine = az dla a > 0. Czy
funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza? A warto$¢ najwieksza?

5. Rachunek rézniczkowy

*5.8. Pochodna funkcji

Zestaw | v

1. Z wykresu funkcji f (rysunek obok) odczytaj przyrost
wartosci tej funkeji odpowiadajacy przyrostowi argu- T
mentu xg =2 o h. FIVAANVZIR I
b) h=~1 d) h=-2 b

Zmnajdz przyrost wartodci funkcji f odpowiadajacy przyrostowi argumentu
od zo do 1, a nastepnie oblicz iloraz réznicowy %‘%—%——)

a‘) f(.E) = _?I“ + 37 Ty = 17 Ty = 175

b) f(z) =i, 20=0, z1=1

Naszkicuj wykres funkeji f oraz sieczng tego wykresu przechodzacy przez
punkty o odcigtych xg = 11 1 = 4. Oblicz wspélczynnik kierunkowy tej
siecznej. Podaj wartosé ilorazu réznicowego funkeji f odpowiadajacego
przyrostowi argumentu od zg do 7.

a) f(z) = (2 - 2)° b) f(z)=—(z-2)%+5 ¢) flz)=%
Wyznacz iloraz réznicowy funkcji f w punkcie :130
a) f(z) =42 —1, 29=2 b) flz) =28 -2z, zp=1

Oblicz pochodna funkeji f w punkcie zg, korzystajac z definicji.
a) f(€) = —20+3, a9 =4 ¢) f@)=1-21% 2=0
b) flz) =2 +2z, 29=1 d) f(z ):@+17 Top=3
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f
i styczne do tego wykresu w punktach o pierwszych
wspolrzednych: —1, 2, 4. Wstaw te liczby w miejsca
oznaczone

5.8. Pochodna funkcji
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7.

Oblicz wspélczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f w punkcie
(zo, f(xg)). Podaj z dokladnoscia do 1° miare kata, jaki ta styczna tworzy
z osig OX.

a) f(z) =22+43z, zo=—1

b) flz)=—2?+z, zg=1 2, Tg =2
Test jednokrotnego wyboru
8. Pochodna funkcji f(z) = 22 + {52 w punkme zg = —1 jest réwna:
1 3
A. —T%v B. —55, C. Ev D. 5.
9. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji ~_ Y
flz) = % i styczng do wykresu tej funkeji w punk- \ f
cie (3,2). Wspélezynnik kierunkowy stycznej jest L
réwny: \
3 3 2 X
A -3, B. -1, C. -3, D. —3 5
~
\
10. Styczna do wykresu funkeji f(x) = ——%ch + 3 w punkcie o odcietej xp = 2
tworzy z osig. OX kat réwny:
A. 60°, B. 120°, C. 135°, D. 150°.
Zestaw 1
11. Dia jakiego przyrostu h iloraz réznicowy funkeji f(z) = 422 —2-+7 w punkeie
zo = 1 jest véwny 7,47
12. Dla jakiej wartogci parametru m iloraz réznicowy funkcji f(z) = 23 -2 44
odpowiadajacy przyrostowi argumentu od wg = m do x1 = m+1 przyjmuje
najmniejszg wartosé?
13. Zbadaj, czy funkcja f ma pochodng w punkcie mg = 2. Naszkicuj wykres
funkcji f.
3 dla @ <2 _ 3 dla © <2
2) = b T) =
a) J(@) {2.%'—1 dla x> 2 ) f(@) {—:}:2 +dr—1 dlaa>2
14. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = x|x+1|—z|z—1]. Wskaz punkty, w ktérych

funkcja f nie ma pochodnej.

5. Rachunek rézniczkowy

*5.9. Funkcja pochodna

Zestaw |

b

Gi

Na podstawie definicji pochodnej wyprowadz wzér na pochodng, funkcji f.

a) f(z)=3z—5 b) f(z) = ax + b, gdzie a,b — stale

Na podstawie definicji pochodnej wyprowadz wzér na pochodnsg funkeji f.
a) f(z) = 2% —do b) f(z) = —a? + 4z — 3 c) flz)=5—a8

Wyznacz pochodng funkcji f i oblicz f/(zo).

=

a) f(v)=2a? wo=-3 d) flz)=2° zo=-1
b) fla) =", wo=2 ) Jz) =5 a0=2
¢) fz)=a*, w9 =0 B f(z) =2, 20=1

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcigtej zo.
a) flz) =z, =1 d) flz)=2a% zo=4
b) flx) =+/z, 0 =4 e) f(z) =23,

c) fx) =22 f) flz)=12°

o = —1
zg = —4 xo =2

Wyznacz punkty (xg, f(20)), w ktérych styczna do wykresu funkeji f ma
wspdlezynnik kierunkowy réwny a.

a) flz)=2%a=1 b) flz)=2%a=9 ¢) flz)=2%a=4
Wyznacz réwnania tych stycznych do wykresu funkcji f, ktére sg réwnolegle
do prostej y = 122 + 1.
8) f(z) = a? b) f(z) = o ¢) fa) =1
Wyznacz réwnania tych stycznych do wykresu funkeji f, ktére sg prostopa-
dle do prostej y = 2x +5

8) f(z) =a? b) fla) = o) fla)=1

Dana jest funkcja f(z) = % Sprawdz, czy istnieja styczne do wykresu
funkcji f, tworzace z osia OX kat . Jezeli styczne istnieja, narysuj je,
a nastepnie wyznacz ich réwnania, korzystajac z interpretacji geometrycznej
pochodnej. Poréwnaj otrzymane wyniki.

a) a =45° b) o= 135°

5.9. Funkcja pochodna

197



198

Test jednokrotnego wyboru

9. Styczna do wykresu funkeji f(z) = 2% w punkcie (—2, —8) przecina o§ QY
w punkcie:
A. (0,16), B. (0,24),

C. (0,60), D. (0,96).

10. Proste prostopadte k i sa styczne do wykresu funkeji f(z) = 22 w punktach
odpowiednio A i B(2,4). Wsp6hrzedne punktu A sa réwne:

-1 1 11

A (*wd) B (-bhw) G (=34) D (-LD).
Zestaw [

11. Znajdz odcigte dwéch punktéw, w ktoérych funkcja f nie ma pochodne;j.

—%(3: +1) dlaz< -2
flz) =

li_!?—]l‘ dla |z} < 2

w6z —4) daz =2

12. Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji f(x) = 2% + 22 — 5,
g(x) =2*—1ih(z)= -2z +1.

Xy RN e
.AlA~ ,X

N\
10

; N,

[X 0N x

Dopasuj do kazdej z tych funkcji wykres jej pochodnej, pokazany na jeduym
z rysunkow ponizej.

Ly oy Tl W
oy EPEs |
/X ' X /

P 0| 1
/ : : . : ‘X
- o 1

13. Oblicz pole czworokata wypuklego lezacego w I éwiartce ukladu wspdél-
rzednych i ograniczonego osiami ukladu oraz stycznymi do wykresu funkeji
f(z) = 1 w punktach o odcietych v1 = 1 i 23 = 2.

5. Rachunek rozniczkowy

14. Poprowadzono styczne do paraboli y = z? w punktach przeciecia tej
paraboli z prosta y = a. Dla jakich wartosci parametru a te styczne sa
prostopadle?

*5.10. Dziafania na pochodnych

Zestaw |

1. Wyznacz pochodng funkcji f. Oblicz f/(0) i f/(1).
a) f(z)=ta?+48 ¢) f(z) = —22% + 523+ 72
b) f(x) = 22 + 32 d) flz)=1a*+ 2224+ 7

2. Wyznacz pochodng funkeji f dwoma sposobami: korzystajac ze wzoru na
pochodna iloczynu funkcji oraz mnozac czynniki przed liczeniem pochodnej.

a) f(z) = (322 — 4z)(2z + 1) b) flz) = (5 —23)(z® — 222 -+ 6)

3. Wyznacz pochodng funkeji f.
a) f(z)=(4z —2)(3z + 7)
b) f(z) = (52% + 32)(2 — )
¢) f(z) = (2% +4)(a? + Tx)

d) f(z) = (z® + 222 - 5)(3z — z?)
e) f(z)= (223 -5z +3)(2® +z+1)
) f(z) = (2% ~ 1)(2® — 222 + 3z — 4)

4. Wyznacz pochodua funkcji f.

a) flz) = 2% d) fz) = =25 g) f(z) = Ll

b) flz) =24 e) flz) = 2L h) f(z) = Tl
\ 2 4dx P z2 : _ z8—2z7—
c) flz) = LHh [ flz)= =5 1) fz)=2=2"=1

5. Wyznacz wspdlezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f w punkcie
o odcietej xp.

a) f(m) - :1:2—{»-3.7;—1’ g = )

p b) f(x):%%—}g,x0=4

6. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcigte] xg.
a) flz)=—ad 4+ 522 —dx+2, 29 =1 c) f(x)zg%g)-%ig—),zoz—l

b) flw)=at+32% + 422 — 23, =0 d) f(z) = 5, w0 =2

5.10. Dzialania na pochodnych
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7. Wyznacz pochodng funkcji f.
a) flz) =322+ 2+ (z—4)(z*+1)

b) f(z)= (22— 1)(z+3) — (x—4) (2> + 1)
) flz)=2(z? +3x - 2) + %z
d) flz) =53+ 3+ 2
8. Czy istniejg styczne do wykresu funkeji f réwnolegle do prostej y = —-2z-+77
Jesli istnieja, wyznacz odciete punktéw stycznodci.
a) f(z) = 53 b) f@)=22+F o )=
Test jednokrotnego wyboru
9. Dana jest funkcja f(z) = ( 212) (23 +2). Pochodna funkeji f w punk-
cie xg = —1 jest réwna:
A —1, B. 0, C. 3, D. 2.
10. Dane sa funkcje f(z) = l%ﬁ ig(z) = 5. Horaz ;,213 jest réwny:
A —4, B. -2, C. 0, D. 2.
11. Wskaz warunek, ktéry jest spelniony dla funkeji f(z) = E}r'l'* g(z) = ;-}—Fi,
-1
A f'(3) < ¢'(3) < W (3) C. ¢ (3) < f'(3) < W(3)

B. 1(3) < ¢'(3) < f'(3) D. R'(3) < f'(3) < ¢'(3)

Zestaw [l
12. Dana jest funkcja f(z) = 3%'%1 Oblicz Lh_lgclo f(z).

13. Dla jakiej wartodci parametru m réwnanie f'(z) = OB rozwigzanie?
17

) f@) =ttt eme =12 b) ()= 82

14. Dana jest funkcja f(z) = 2% — 322 + 5z + 1. Naszkicuj wykres funkeji f.
Odczytaj z wykresu, dla jakich wartosci parametru k réwnanie f'(z) =k
ma

a) dwa rozwigzania dodatnie,
b) co najmniej jedno rozwiazanie dodatnie,

¢) co najminigj jedno rozwiazanie, w tym dokladnic jedno dodatnie.

5. Rachunek rézniczkowy

15. Wykaz, ze prosta o réwnaniu y = 3(1 — z) jest wspdlng styczna wykreséw
funkcji f(z) = 951;{3]3’- oraz g(z) = (22 — 4)(z — 1). Wyznacz wspblrzedne
punktéw stycznodci.

16. Wiedzac, ze (sinz) = coszx i (cosz) =
a) flz) = tga Q) flz) = otz + aks
'b) f(ﬂf) —_ Ctg T d) ]l‘(a:) — Sill T+cos

SN r—Ccos T

17. Przeczytaj informacje podane w ramce.

Katem, pod jakim przecinaja sie wykresy dwdch funkcji, nazywamy
kat a € (0%;90°) zawarty miedzy stycznymi do tych wykreséw w punk-
cie przeciecia. Jezeli oznaczymy wspélezynniki kierunkowe stycznych
przez my i mo, to: :

o wykresy funkcji przecinaja sie pod katem prostym, gdy mime = —1,
o tga = T”fﬂ;—:}ﬂ% , gdy mimsg # —1.

W kazdym z punktéw przeciecia wykreséw funkeji f i g wyznacz kat, pod
jakim te wykresy sie przecinajg.

a) flz) =23 glo) = -3z + % 3+l

) f(‘E) —Fl’g(x):m

*5.11. Interpretacja fizyczna pochodnej

Zestaw 1

=d
o

Punkt porusza sie wzdluz osi OX, a jego polozenie w chwili ¢ dane jest
wzorem x(t) = 4t% + 1, gdzie x wyrazone jest w metrach, a ¢ — w sekundach.
Oblicz érednig predkosé punktu od chwili ¢; do chwili ¢s.

ay t1 =0s,t3=1s b) t; =1s, ta =28 c) ty =0s, to =28

2. Polozenie punktu na osi OX w chwili ¢ opisuje wzér z(¢) = ?g't‘?‘ - él-tz +t+4,
gdzie x wyrazone jest w metrach, a ¢ — w sekundach. Oblicz predkosé punktu
w podanej chwili.
a) t=1s

b) t=2s c) t=3s d) t=4s

5.11. Interpretacja fizyczna pochodnej

—sin z, oblicz pochodng funkcji f.
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3.

Rowerzysta przejechal z miasta A do miasta B po prostoliniowej drodze

dlugosdci 54 km. Po t godzinach jazdy jego odleglosé od miasta 4 byla

réwna s(t) = 36t — 6t2 kilometréw.

a) Oblicz, ile czasu jechal rowerzysta.

b) Oblicz érednie predkosci rowerzysty w pierwszej i w drugiej godzinie
jazdy oraz na calej trasie (w km/h).

c) Ob}}cz predkoéé rowerzysty w chwili ¢34 = 1h oraz w chwili to = 2h
(w km/h).

Polozenia cial A i B na osi OX w chwili £ sa opisane odpowiednio funkcjami

wa(t) = 365+ 3¢ + 4t + 11 xp(t) = 513 + §> + 10t + 5, gdzie z4 i ap

wyrazone sg w metrach, a ¢ — w sekundach.

a) Podaj wspdlrzedne punktéw, z ktérych startuja ciala Ai B.

b) Oblicz odlegltoéé migdzy tymi ciatami w chwilach 5 = Os, t1 = 235
ity =3s.

¢) Podaj wzér na predkodé kazdego z cial w dowolnej chwili £.

d) Podaj przedzial czasu, w ktérym cialo A porusza sie szybciej niz cialo B.

Uzasadnij, ze jedli zaleznoéé drogi od czasu jest liniowa s(t) = vt, gdzie v

jest wielkoscig, stalg, to predkos$é érednia w dowolnym przedziale czasu od

chwili ¢; do ¢y oraz predkoéé w dowolnej chwili ¢ sg réwne v. Ruch tald

nazywamy jednostajnym.

a) Podaj wzér opisujacy droge, ktérag przebyla Ziemia w swoim ruchu
dookola Slotica w czasie n godzin. Zakladamy, Ze Ziemia porusza sie ze
$rednia predkoécig liniows rowna 30 km/s.

b) Oblicz, jaka droge pokonuje w tym ruchu Ziemia w ciggu jednej godziny
lekcyjnej. Wynik poréwnaj ze $rednica Ziemi (okolo 12800 km).

Test jednokrotnego wyboru

6.

W ponigszych zadaniach ujemne wartosci funkeji v oznaczajg, ze punkt
porusza sie w kierunku przeciwnym do kierunku osi.

Punkt porusza sie po osi OX. Jego polozenie w chwili ¢ jest opisane wzorem
x(t) = 2 — 22, gdzie  wyrazone jest w metrach, a t — w sekundach. Niech
v(t) oznacza predkoéé punktu w chwili ¢. Réznica v(3) — v(2) jest réwna:

A. 10 m/s, B. 11 m/s, C. 12 m/s, D. 15 m/s.

5. Rachunek rozniczkowy

7. Polozenie punktu na osi OX opisane jest wzorem z(t) = 15¢2 — 3, gdzie x
jest wyrazone w metrach, a t — w sekundach. Obserwujemy polozenie
punktu przez pierwszych 13 sekund. W tym czasie najwicksza predkosé
punkt osiagnie w chwili:

A . t=1s, B. t=5s, C.t=10s, D. t=13s.

Zestaw [l

8. Punkt porusza sig wzdluz osi, a je- . . .

) X » . . Przyspieszenie a(t) w chwili ¢
go predkosé w -chwili ¢ opisuje ost pochod edkodei v:
funkcja v, gdzie ¢t wyrazone jest Jest pochodng predikosct v:
/
w sekundach, a v — w m/s. Oblicz a(t) = v'(t).
przyspieszenie punktu w chwilach
t1:28it2=58.
a) v(t) = 2t + 2 b) v(t) = 2t3 + 3¢2
9. Przeczytaj informacj¢ w ramce.

Jezeli funkeje f i g 53 ciagle w przedziale (a; b) i rézniczkowalne w (a, b)
oraz f(a) = g(a) i f(b) = g(b), to istnieje taki punkt ¢ € (a;b), ze
fle) =4'(c).

Powyizsze twierdzenie bywa nazywane Twierdzeniem o koniach
wyécigowych i przedstawiane jest w formie:

Jezeli dwa konie startujg w tej samej chwili 2z tego samego miejsca
i 0siggajq mete jednoczednie, to w przynajmniej jednej chwili muszg
miecd takq samg predkosc.

Uzasadnij, ze dla podanych funkeji fig
oraz przedziatu (a;b) spelnione sg zato-
zenia podane w powyzszym twierdzeniu.
Wyznacz ¢ € (a,b), dla ktérego zachodzi
f(e) =g'(c)-
a) f(z) =234+ 322 —da + 1,
g(z) = 23 — dx® + 24w — 20,
a=1,b=3
b) f(z) = 2* —22? + 8z + 5,
g(z) = 42® — 322 + 22 + 5,
a=0,b=2

5.11. Interpretacja fizyczna pochodnej
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5. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu jej prze-

10. Zaleznos¢ drogi s od czasu ¢t w pewnym ruchu przyspieszonym wyraza sie
dzialy monotonicznoéci. Sprawdz odpowiedZ, badajac znak pochodnej.

wzorem s(t) = vp + 5 Lat?, gdzie vy jest predkoscia poczatkows, natomiast

a — wielkoscig stala. UZ&S&dl’ll_}, ze przyspieszenie w tym ruchu jest stale a) f(z) =2+ 922 + 152 c) flz) = (2% —1)(z* —4)
i wynosi a. : RN D% BRI

11. Ruch, o ktérym mowa w zadaniu 10, nazywamy ruchem jednostajnie zmien- , | ' | C )
nym. Oto przyklad opisu takiego ruchu. Z dachu Empire State Building ; / \

(Wysokosc 381 m) w Nowym Jorku upuszczono swobodnie kamient. Zakla-

damy, ze kamien spadal ze statym przyspieszeniem g ~ 9,85 = /1 \\‘5—25 :
a) Po jakim czasie kamien uderzyl o ziemig? 1 X ol 1 § |
b) Oblicz predkoéé kamienia w chwilacl #; = 1s, t9 = 238 oraz t3 = 3s. E : o1t Vi
b) (a:) = 257
o o e Y !
*5.12. Funkcje rosnace i malejace o
Zestaw
1 L
1. Na 1ysunku przedstawiono Wqu esy funkcji: N P
flz) =2 -4, g(x)=z+2> i h(z) = ;jfz s At
Ktéra z tych funkcji jest rosnaca, ktéra — malejaca, S o
a ktéra jest przedzialami monotoniczna? Sprawdz i
odpowied?, badajac znak pochodnej. 6. Wyznacz przedzialy monotonicznosei funkceji f.
2 . . 2
2. Wykaz, ze funkcja f jest rosnaca. a) f(z) = %ﬁ—?— c) flz) = 1_2_5—_%1& e) flz) = __L)L
— 3 A 2 22
2) flz) =a°+5z-3 b) flz) = 2 d) f(z) = 4+ f) fz) = 2y
b) f(z) =22% + 322+ 1225 o o
¢) f(z) = 345 + da 7. Sprawds, dla jakiej wartodci parametru m funkcja f jest rosnaca.

a) f(z)=22° 322 +ma+19  b) f(z) =2 +ma?+3x-7

3. Sprawds, czy funkcja f jest malejaca w calej swojej dziedzinie. 8. SprawdZ, dla jakie] wartodci parametru k funkcja f jest malejaca.

— 3
a) f(z) = —a® =15z a) f(z)= -2+ 22+ kx+ 14 b) f(z) = =5z + kzx + 10
b) f(z) =5+ jz — 3z°
¢) flz)=—2°—23—2 Test jednokrotnego wyboru
o a4 4. Wyznacz przedzialy monotonicznoécei funkeji f. 9. Funkeja f(z) = —%3:3 + kx + 8 nie jest monotoniczna dla:
a) f(z)=22%—32% —12¢+7  d) f(z) =2— 48z + 1227 — A k=-2 B. k=-3, C. k=0, D. k=3.
1 =23 +922 - 21z — 4 e) f(x)=a*—622+8z+2 4
) fl@) =< 1+ N 5 N A R 10. Tunkcja f(z) = 9—6}”_,71— jest funkcja rosnaca w przedziale:
¢) flz)=—32 +4a® — 120 +1 ) f(z) = —3at — 223 + 222 + 24w _ o
A (=gig) B (=33), C. (~3;0), D. (—o0;=3).

i 204 5. Rachunek rézniczkowy 5.12. Funkcje rosnace i malejace 205 -
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Zestaw [1

11.

12.

13.

14.

15.

*5

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
o) fla) =2* —
d) fl@) =o'+ 5

Uzasadnij, ze réwnanie z° + 72 = 2% + 8 ma dokladnie jeden pilerwiastek
nalezacy do przedziatu (0;2). Czy ten pierwiastek jest mniejszy od 17
'

Niech f(m) oznacza sume dwdch réznych pierwiastkow réwnanias
(m?+1)2? —dmz+1=0

z niewiadoma x. Okreél dziedzine funkcji f. Podaj przedzialy monotonicz-

noéci tej funkeji.

Wykaz, ze dla kazdej liczby = € (0; %) prawdziwa jest podana nieréwnosé.
a) sinz <z b) tgz > x ¢) tgx >z + a3

Niech V'(z) oznacza objeto$é¢ graniastoslupa prawidlowego szeéciokatnego
o krawedzi podstawy diugosci i sumie dlugosci wszystkich krawedzi
réwnej 24. Wyznacz wzér funkeji V' i okredl jej dziedzing. Podaj przedzialy
monotonicznodci funkeji V.

13. Ekstrema funkcji

Zestaw |

1.

2.

Odeczytaj z wykresu funkcji f jej ekstrema lokalne.

o b) y c)

———

ol =

Wykaz, ze funkcja f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie xg.
a) fz)=ax®—222 +2—4,z0=1
b) f(z) =2 —823+ 1822 ~7,z0=3

5. Rachunek rozniczkowy

10. Na rysunku obok przedstawiono wykres

Naszkicuj wykres funkeji f, ktéra:
a) ma dwa maksima lokalne i jedno minimum lokalne,
b) ma dwa maksima lokalne i nie ma minimum lokalnego,

c) ma 111eskonczeme wiele miniméw lokalnych i nie ma maksimum
lIokalnego.

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |z| 4+ 2 i znajdz punkt zo, w ktérym
funkcja f przyjmuje minimum lokalne. Czy zachodzi warunek f/(zg) = 0?7

Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f.

a) flz) =2®~120—3 d) f(a)—(x~1)(9« — 2z —11)
b) f(z) =5 - 2la — 1222 — &3 e) f(z) = 2% — 242 — 64z + 100
¢) flz) = 5a® + 322 — 10z + 4 f) f(z) =2°—152% +1

Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f.

a) f(z) = 3% ¢) flo) =242 o) f(a) = ;25
b) f(2) = 725 d) flz) = #4
Uzasadnij, ze funkcja f nie ma ekstremum lokalnego.
a) fla)=a%—22 4+ 72 +3

b) f(z) = —2 —23

c) flz) = 2% —62°+ 12z

Wyznacz warto$¢ parametru m, dla ktérej funkcja f spelnia warunek
J'(z0) = 0. Czy dla tej wartosci m funkcja f ma w punkcie zg ekstremum
lokalne? Jedli tak, to okreél, czy jest to maksimum, czy minimum.

a) f(z) =2 - 522 + ma —4, zg =2

b) flz) = &% 55 =4

Test jednokrotnego wyboru

9. Ile ekstreméw lokalnych ma funkcja f(z) = fat — 1a37

A3 B. 2 C. 1 D. o

funkeji f : R — R. Ile ekstreméw lokal-
nych ma funkcja g(z) = f(|z|)?
A0 B. 2 C. 1 D. 3

5.13. Ekstrema funkcji
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11. Funkcja f(z) = %Z—I;g%[% ma maksimum lokalne w punkcie:

A zg= -2, B. g = -1, C. zg =1, D. zog=2.
Zestaw Il

12. Sporzads wykres funkcji f(z) = |o® — 4|z| + 3| i podaj jej ekstrema lokalne.

13. Dla jakich wartoéci parametru k funkcja f nie ma ekstremum lokalnego?
a) f(z) = ka® + (k—2)z +4 b) flaz) = Like

14. Wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji
flo) = 2.

15. Wyznacz wartosci a i b, dla ktérych funkcja f (z) = L—;“—T—ﬂ osigga ekstre-
mum lokalne réwne 1 w punkcie zp = 3. Rozstrzygnij, czy jest to minimum,
czy maksimum. Czy jest to jedyne ekstremum lokalne tej funkeji?

16. Zbadaj liczbe miniméw lokalnych oraz maksimoéw lokalnych funkcji f
w zaleznoéci od parametru k.

a) f(z) =z®—2kz® + ke +7 b) f(z) = a* — kz?

17. Funkcja f(x) = (ij;a}-\i osigga ekstrema lokalne w punktach x; i 29, a funkcja

g(z) = —ﬂ—‘? ma ekstremum lokalne w punkcie z3. Oblicz pole tréjkata

o wierzchotkach w punktach (1, f(z1)), (x2, f(22)) 1 (23, 9(z3)).

*5.14. Wartoéé najmniejsza

° o

i warto$¢ najwieksza funkcji

Zestaw |

1.

Odczytaj z wykresu warto$é najmniejsza i wartosé najwieksza funkcji f.

208 5. Rachunek rézniczkowy

1

Na podstawie wykresu okreél warto$é najmniejsza 1 wartosé najwigksza,
funkcji f w podanym przedziale.

8) f(z) =2 —de+1,(~L1) o f(z)=
b) flz) =a? — 2z +3, (~1;2)

(Ll? - 1)37 <_1; 2>
d) f@) =2 (x+ 12 (-2 1)

Wyznacz wartoéé najmniejsza m i wartosé najwieksza M funkeji
f(z) = 2% — 322 — 92 + 2 w podanym przedziale.
a) (—2;0) b) <0;2) c) (—2;4)

Wyznacz warto$é najmniejsza m i warto$é najwieksza M funkcji f w poda-
nym przedziale.

a) f(z) =a® - 27z — 26, {(—4;2)
b) f(z) =10 + 222 — x4, (-2;2)

o) flz) =
d) f(z)=2=342, (1;2)

x4 .
5?2:924:,_2 ) <—11 2>

Oblicz warto$é najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkeji f o podanej dzie-
dzinie. Wyznacz zbiér wartodei funkcji f.

a) flz) = —2®+ 12z +4, D={0;3)

b) f(z) = 3zt — 42® — 62% + 122, D == (—2;2)

) flz) =% +3, D={-L1)

d) f(z) =25, D=7

Dla jakiej wartoéci parametru p najmniejsza wartoéé funkcji

f(z) = 2% — 4 + p w przedziale (—1;2) wynosi 47

Przypomnij twierdzenie Weierstrassa. Funkeje, ktérych 1% :

wykresy przedstawiono na rysunkach, nie przyjmujg war- N \9 P

toéci najmnicjszej lub najwiekszej. Wyjasnij, dlaczego Co1b N

w ich przypadku twierdzenie Weierstrassa nie zachodzi. ‘ boly
| o 1

o 1 % \

Test jednokrotnego wyboru

8.

Najwigksza wartosé funkeji f(z) = —4-—/1—%5-:6 jest réwna:
A. 5, B. 6, C. 8, D. 10.

5.14. Warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkgji
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9. Zbiorem wartodci funkcji f(z) = Z&%’Q’ jest przedzial:
2. /1.1
A (—=2;2), B. (~1; 1), C. {~% %), D. (-1 ).

10. Oznaczmy przez My, Ma, Mz, My najwigksze Wartoéq przyjnmwang przg\z
funkcje f(z) = z® — 12z na przedzialach odpowiednio (—3;—1), (--1;1),
(1;3), {3;5>. Wowczas:

A, My < My < My < Ms,
B. My < My < My < Ms,

C. Mz < My < My < My,
D. Mg < My < My < My.

Zestaw [l
48t s ; .3 2 _

11. Znajdz a > 0 takie, ze najwigksza wartodé funkcji f(z) = »°+4z*—11x~41

w przedziale {0; a) wynosi 3.
12. Znajds wartoéé najmniejsza i wartosé najwiekszg funkeji:

, 4z — 3az?
fa) = lim @+ 422 +7

w przedziale (—5; 5).

13. Wyznacz warto$é najmniejsza m i wartoé¢ najwigksza M funkeji f w poda-

nym przedziale. ) |
a) f(z) = |a® — 622 + 9z, (~2;4) b) flz) =|z|" — |z}, (~22)

*14. Funkcja g(k) przypisuje kazde] liczbie k& > 0 najwigksza wartos¢ danej
funkeji f w przedziale {0; k). Oblicz ’11_1’?23 g(k).

b) fz) = 24

a) f(:l?) = :r'fl-.l .

*15. Wyznacz zbidr wartosci funkcji f.
a) f(z) =4sin®z — 3sin’z — 6sinz -+ 1

b) f(z) = sz

16. Wyznacz dziedzine funkcji f.
4 6 8
2T LT T
J@ =" =7+ & -
Dla jakich wartoéci parametru p réwnanie f(z) = p ma rozwiazanie w prze-

dziale (—1;157

210 5. Rachunek rézniczkowy

*5.15. Zagadnienia optymalizacyjne

Zestaw —

1. Rolnik planuje ogrodzié prostokgtna take, kto- - z
ra przylega do rzeki, siatka o dlugosci 120 me-
tréw, przy czym brzeg laki sasiadujacy z rzeka
ma pozostaé nieogrodzony (patrz rysunek).

—

a) Niech © oznacza dlugo$é (w metrach) brzegu laki prostopadlego do rzeki.

Wyraz pole laki jako funkcje zmiennej x. Okres] dziedzine i naszkicuj
wykres tej funkcji.

b) Wyznacz wartosé zmiennej x, dla ktérej pole taki jest najwieksze. Oblicg
to pole.

2. Rozléz liczbe 12 na sume trzech skladnikéw tak, aby pierwszy z nich byl
o 1 mniejszy od drugiego i zeby suma kwadratéw tych trzech skladnikéw
byta najmniejsza.

3. Okredl szerokosé okna, ktérego dolna cze$é ma ksztalt pro-
stokata, a gérna ~ tréjkata prostokatnego réwnoramiennego
(patrz rysunek obok), wiedzac, ze jego obwod jest réwny 7m
i ma ono najwigksze mozliwe pole powierzchni.

4. Chcemy sporzadzié szkielet graniastostupa prawidliowego czworokatnego
tak, aby suma dtugosci Jjego krawedzi wynosila 72 cm i aby jego przekatna
byla mozliwie najkrétsza. Jakie powinny byé wymiary tej bryly?

5. Z kawalka drutu o dtugoéci 60 cm wykonano pro-
stokatng ramke. Ramka ta, obracajac sie wokél
jednego z bokéw, zakresla walec (patrz rysunek).

a) Wyraz objetosé walca jako funkcje zmiennej z,
gdzie x oznacza promien podstawy walca,
i okresl dziedzing tej funkeji.

b) Wyznacz wartogé zmiennej z, dla ktérej obje-
tos¢ walca, jest najwieksza.

5.15. Zagadnienia optymalizacyjne
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13. Drut o dlugodci a dzielimy na dwie czesci. Z pierwszej wykonujemy szkielet
szeécianu, a z drugiej — szkielet prostopadloscianu o podstawie kwadratowej
i polu &ciany bocznej dwukrotnie wiekszym niz pole podstawy. W jakiej
proporcji nalezy podzielié drut, aby suma objetosci tych bryl byla najmniej-
sza?

6. Przedstaw liczbe 8 jako sumeg dwoch skladnikéw tak, aby:
a) suma ich szedcianéw byla najmniejsza,

b) suma ich odwrotnoéci byla najmniejsza.

7. Oblicz wysokosé i promien podstawy stoska o tworzacej dlugodci 6, ktory
| ma najwigksza ObjétOéé' 14. Wyznacz w zaleznosci od parametru a wspédlrzedne punktu nalezacego do

wykresu funkcji f(z) = 22 i lezacego najblizej punktu P(0, a).

-

8. Oblicz wymiary, jakie powinno mieé tekturowe pudetko o pOJemnosc;
' ’ 7 . 2. . . . AN . /y B ;
4 litréw. z kwadratowym dnem i bez gornej scianli, jesli cheemy zuzy¢ jak
, 2}

najmniej tektury na jego wykonanie.

15. Rozwazmy wszystkie tréjkaty réwnoramienne o obwodzie 2p. Obracajac
te trojkaty wokol podstawy, otrzymujemy bryly o réznych objetosciach.
Oznaczmy przez Vi najwicksza z tych objetosci. Obracajac dane tréjkaty
woké!l osi symetrii, otrzymujemy stozki o réznych objetosciach. Niech Vo
bedzie najwieksza z nich. Oblicz V- Va.

9. W rogach prostokatnego arkusza blachy o wy- E—_] —————————————— J %
miarach 36 cm na 24 cm wycieto cztery pr.zyéte.x.- -
jace kwadraty i po zgieciu blachy wzdluz linii ::
.zz;znaczonych na rysunku otrzymano Pucl.e},ko S S
(bez gbrnej écianki) o najwigkszej 1’110Z11'W€_] o?} T_}
jetosci. Oblicz wysokosé pudelka. Podaj wynik
= dokladnoécig do 1 mm.

o

*5.16. Szkicowanie wykresu funkcji

Zestaw |

1. Zbadaj przebieg zmiennoéci funkeji f i naszkicuj jej wykres.

a) fay=a23 -2 —z+1

b) f(z) =~z 322 +4

Test jednokrotnego wyboru

10. Obwéd deltoidu ABCD o katach prostych }?r?y P 0 Flo) — 2t — 42 + 4
wierzchotkach B i D (rysunek obok) wynosi 36. | N N ) |
Przekatna AC tego deltoidu jest najkrotsza, gdy A c 2. Odczytaj z wykresu f.unkcp j/,_dla J?\.klcl.l Wal-“tOSCI parametru a réwnanie
dlugosé przekatnej BD jest réwna: S f(z) = a ma dokladnie trzy rézne pierwiastki.
A. 942, B. 12, C. 12+/2, D. 16. g a) f(x)=—a®+3z -2

b) f(z) =a* — 222

.. 4 . f — 3 4 3
2 1t 7 o ’ (:) (:[‘) T 4?: ] 2 2
n ! . I L[lll{ty 113;1@22&‘.;@ dO W yl{l esu fU.llkC 1 f(m) - x’) ..(LOl )‘Cll Odleg]: SC Od « T

poczatku uktadu wspo6lrzednych jest najmniejsza, naleza réwniez do wykresu 3. Zbadaj praobieg zmiennogei funkeji f i nassicu] joj wylres.

: 2 - Gz " P q
e - : V2. a) f(z) 4 b) flz) =73
A,y =2}z, B. y = +2|z|, C. y=|zl, D. y = %z

4. Korzystajac z wykresu funkcji f, podaj jej zbidr wartosci.

. "2 . 2_0g.
Zestaw 11 &) f(@) = =i b) f(2) = s o) f(z) =533
LB e olregn o érodku O i pr omieniu 7. Tle wynosi najwiclksze Zbadaj przebieg zmiennoéci funkcji f i naszkicuj jej wykres.
12. Punkty Ai ezg Na OKI¢ a) f — 9‘~—n:2 3 - = N a?
mozliwe pole trojkata OAB? a) f(z) 271 b) f(=) e P 1 c) f(z) D

5.16. Szkicowanie wykresu funkgji 213
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6. Postugujac sie wykresem funkcji f, ustal liczbe rozwiazan réwnania
f(z) = m w zalesnoéci od wartoéci parametru m.

a) f(z) =2 b) f(z) = £ ¢) flz) = 2y

Test jednokrotnego wyboru

7. Na rysunku obok przedstawiono wykres ; v
funkeji f(z) = 574-—1' Ilieksm;mov;lokal e /1\ 2
nych ma funkcja g(z) = (EEEESE L ~—
‘ ol 1 X

A0 B. 1 C. 2 D. 3

8. Ile asymptot pionowych ma wykres funkeji f(x) = o 1;&1— 3;%;__4 ?
A3 B. 4 C. 5 D. 6

9. W ktérym z podanych przedzialéw funkcja f(z) = 3222 4 nie jest
rosnaca’
A (—8;-6) B. (—6;—4) C. (2;4) D. {4;6)

Zestaw 11

10. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = n:ﬁ.tlll‘

11. Jaka warto$é funkeji f(z) = "wr""" jest przyjmowana dokladnie dwukrotnie,
dla argumentéw rézniacych sie o 107

12. Okredl liczbe miejsc zerowych funkeji g(z) = |22 + 322 — 122| — m w za-

leznosci od wartosci parametru m.

13. Niech V(z) oznacza objeto$é walca, ktdrego podstaws ma promien x, a pole
powierzchni calkowitej wynosi 967.
a) Okredl dziedzing funkeji V.
b) Naszkicuj wykres funkcji V' i podaj jej zbiér wartosei.
¢) Czy mozna tak dobraé z, aby walec mial objetosé 4007

5. Rachunek rézniczkowy

Zestawy powldrzeniowe
Zestaw

1.

Oblicz granice.

a) lim (32 — 2)? | e) lim %{—3 i) lim ””3“;;21””
2 o + e
b) lim Lttt f) lim im —2= f j) Jim ﬁ‘;i
) lim 25t g) timy e k) lm 2t
9 Jim EEEE b w2 D Jim (Vo +d-yz)
Wyznacz asymptoty wykresu funkeji f.
a) flz) = 2 b) f2) = T5=H o) flo) =

Wyznacz punkty nieciaglosci funkeji f.
42’ ~1 dlax<2
a) flz)=143r+1 dla2<z<3
i 7—2z dlaz>3
=2z dlaz < -1
b) fla) = 2 dajzl<1
dla z > 1

zd

Wyznacz pochodna funkeji f.
a) f(z) =22+ 4o d) flz) = (2% + 22)(2® — 4) g) flz)=% o

! L _ S+
) I@=2"=5 o) f1)=(@-o)(3P~1) h) f(z) = B2
©) J@) =Tat =20t ) f(2) = (50t +2)(30—6) 1) f(a) = Eitie=

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcigtej zg.

a) f(z) =2% 32,20 =0

L) flz) =42 — 23,20 =1

C,) f(l}) = -;4_317'1:0 =2

Okresl dziedzine funkeji f. Wyznacz przedzialy monotonicznogei j i ekstrema

lokalne funkcji f.

a) f(x) = 22% — 1522 4 362 — 41 c) flz) = 222
2243243

b) f(z) = —2% 41322 — 48z + 50 d) f(z) = L33

Zestawy powtdrzeniowe
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7. Wyznacz wartosé najmniejszg 1M
nym przedziale.

i wartogé najwieksza M funkeji f w poda-

_..3 .
a) flz)= 23— 322 — 9z 42, (—1;2) o) f(z) =& {0;3)
242342 /0.
b) f(a) = 425 — 50t — 20, (0 2) Q) flo) = L, (~2:0) 14
Zestaw 11
: - 15.
8. Oblicz granicg. Y hm - - l
2) hl I T (e D CEEE PEER:
4 ‘.’l}!—l
b) hm % e) JDil | 16.
2=l L f lim. *—_'_—T’Z——:—‘
¢) i‘m BT ) i el
-2
9, Oblicz lh_l)}%o f(z) oraz wEl:I_l@ f(z).
= 17.
2) fla) = L
b) f(z) =922 +1+3z
¢) flz)=Vz+1- N
10. Wyznacz dziedzine i asymptoty funkcji f "
a) flz) =L b) f(fc)—-—;:ajm ) f(&) = @1
j jest ci 18.
11. Dla jakich wartosci parametréw a i b funkcja f jest ciagla?
—x+4 dlaz<-2
a) f(z)=4 azx+D dla |z| <2
— 4z dlazxz>2
(ax+1)* dlaz< -2 .
b) fla) =1 £ dlaw=-2
VBte=l  (la x> —2
T+2
12. Dla jakich wartosci parametru m zachodzi nieré6wnosé f' (—2) <07 20.
a) fl@)=gz*—(m— 2)2x +5
b) f(z) = 5
0 f@) = =%

5. Rachunek rézniczkowy

13.

Funkeja z(t) = ° — 3t — 9t + 27 opisuje polozenie punktu na osi liczbowe;
w chwili £. W jakich chwilach ¢ punkt ten znajduje si¢ na dodatniej pélosi
i porusza si¢ w kierunku 07

Dla jakich wartosci parametru a funkcja:
f(z) =az® + (3 —2a)2? — 4z + 3

jest rosnaca tylko w przedziale <%, 2>?

Funkcja f(z) = = + —, osiaga ekstrema lokalne dla z1 i e. Oznaczmy
punkty A(z1, f(z1)) i B(ccg, F(x2)). Oblicz dhugoé¢ odcinka AB.

Blaszany pojemnik w ksztalcie graniastostupa pr aw1dlowego czworokatnego
bez gérnej écianki ma mieé pojemnosé 12 litrow. Scianki boczne maja
by¢ wykonane z materialu trzy razy tafszego niz materia al na podstawe.
Jakie wymiary powinien mie¢ ten pojemnik, aby koszt jego wykonania byl
mozliwie najmuiejszy?

Zhadaj przebieg zmiennoéci funkcji f(z) = I%sz;:
Okresl, dla jakich wartodci parametru m réwnanie:

242
+4'E

ma I'ozwmzauie.

i naszkicuj jej wykres.

=m

Zestaw {1

Oblicz granice.

sinx—cosx

a) lim = L c¢) lim e) lim ( + tg 1)
) s % sin r-cos ) 2O ) - :r _ \COos T
2 cos 2 : O,
b) i lim s d) llzljlﬁ(r +2)cosz f) LEul (COSI 2.%)
z——3 @ 3

2

Rozwazmy stozek o promieniu podstawy réwnym 1 i wysokosei réwnej .
Niech g(x) oznacza stosunek promienia kuli opisanej na tym sto zku do
promienia kuli wpisanej w ten stozek. Oblicz lim A—Q

T—>00
Wyznacz xg tak, aby funkcja
—1

2

+1

o .
FT — —f; dla 2

dla @ < xp

Jla) =

> ap
byla ciagla.

Zestawy powtdrzeniowe
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2 i \)V 71N a.CZ ‘e warto {to 2 ~
Sci l ¥ C ¢ "yCh pal‘abo a ‘y = —T —!— axT ma
y ‘t SCl par ameﬁl u a, d].a : :
. p lﬂ((‘ie pl"ZeCi@Cia z OSiQ OX StyCZn@ Ilacll y’lOl‘lQ (IO lel OS1 l (e} atem OO,
W jh ’ DOC l{ 3

K tajac z definicji wyprowadZ wzdr na pochodng funkeji f. Podaj
22. Korzysta, )

konieczne zalozenia.

9 )= %

b) fl@) = V3

23. Wyznatz przedzialy monotonicznoéci funkcji f.

b) f) = g

¢) f(2) = 5

a) f(z) = 3

24. Wyznacz wszystkie liczby catkowite m takie, ze funkcja:

fla) =3 = 3mz 41

t 7 A i L 'E}:Z&l'l 1] .el‘(,)\v-
O i 'l la 3 1 llf}ll o 11&162@\4630 dO b O
i [ 13 d &],g e Z I'O:
Sl@ga MINIMUIY ZW1

Jz—1

noéci z—}g < 55
25. Wyznacz liczbg miejsc zerowych funkcji:
f(z) =23 +32% +kr+k

w zaleznosci od wartosci parametru k.

218 5. Rachunek rézniczkowy

6. Planin

etria

6.1. Dlugos¢ okregu i pole kola

Zestaw |

Oblicz dlugosé¢ tuku okregu o promieniu » wyznaczonego przez kat srodko-
wy c, jesli:

a) 7 =3, a = 60°, b) r =4, a = 80°, c) r=6, o = 258°,

Oblicz pole wycinka kola ¢ promieniu 4 wyznaczonego przez dany kat.
a) 30° b) 45° c) 252° d) 49°30’

W okregu o érednicy 12 cm poprowadzono trzy promienie tak, ze stosunek
miar katéw pomiedzy kolejnymi promieniami wynosi 1 : 3 : 4. Oblicg
dlugoscl tikéw wyznaczonych przez kovce tych promieni lezace na okregu.

Dlugo$é¢ tuku okregu wyznaczonego przez kat $rodkowy o mierze 80° jest
réwna 4. Oblicz promien okregu i pole wycinka kola WYZNaCZONego przez
ten kat.

Kolo o promieniu 3 podzielono na trzy wycinki. Pola dwéch z nich sg réwne
27 1 5m. Oblicz dlugesé tuku odpowiadajacego trzeciemu wycinkowi.

Pole wycinka kola wyznaczonego przez kat o jest réwne 127, a dlugoéé
tuku odpowiadajacego temu wycinkowi wynosi 4. Oblicz miare kata a.

Obwdd wycinka kola wyriosi 6 cm, a pole tego wycinka jest réwne 2 cm?.
Oblicz promien kota i diugo$é luku odpowiadajacego temu wycinkowi.

W okregu o érodku O poprowadzono cieciwe AB A B
o dlugosci 4 jak na rysunku obok. Odlegloéé srodka
okrggu od prostej zawierajacej te cieciwe wynosi
2+/3. Oblicz:
a) dlugoéci hukéw, na jakie ta cigciwa podzielila
okrag,

b) pole zaznaczonego odcinka kola.

6.1. Dlugosc okregu i pole kola 219



Test jednokrotnego wyboru

9. Na rysunku przedstawiono wycinek kotla o pro- B
mieniu 2, wyznaczony przez kat srodkowy 60°. \
Okrag o $rodku w punkcie S jest styczny do
odcinkéw OA i OB oraz do tuku AB. Wskaz 9 s
dtugosé tego okregu. )
A. %TF,., ]—% . - »
B. w D. 137 602

o

10. Cieciwa o dlugoéci 6+/3 cm podzielila kolo o promieniu 6 cm na dwie figury.
Pole jednej z nich jest réwne:
A. (9\/3 + 1277) cm?, C. (127r - 9'\/§) cm?,

p . 9

B. (12'\_/3 —+ 127r) cm?, D. (127r - 12\/3) cm-.

11. Duza wskazéwka zegara ma 12 cm d}ugoéci Droga, jaka przebedzie koniec
tej wskazéwki w czasie 1 godziny i 5 minut, wynosi:
A. 267 cm, C. zl7r cm,

3
B. 47 cm, D. —1—6—7' cm.
Zestaw 11

12. Cieciwa dzieli okrag na dwa tuki, ktérych stosunek diungodci wynosi 5 : 7.

13.

Oblicz stosunek pél odcinkéw kota wyznaczonych przez te cigciwe.

Promiefi okregu o érodku O jest réwy 4. Korzystajac z podanych informacii,

oblicz pole zacieniowanej figury.

a) *xACB = 30° b) AB||CD :
okregow.

42

N

G =D N
/ [ R f NN
/ \\

220 6. Planimetria

c) O jest $rodkiem obu

14.

*15.

16.

1.

W wycinek kola o promieniu R wpisano kolo o promieniu r. Podaj:
a) zaleznoéé miedzy promieniami 7 i R, jedli wycinek jest wyznaczony przez
kat 60°,

b) pole wycinka w zaleznosci od R, jesli stosunek pél kél wynosi 3 + 24/2.

W wycinek kola o érodku O, ograniczony promieniami OA i OB oraz

lukiem AB, wpisano kwadrat. Oblicz stosunek pola kwadratu do pola

wycinka, jedli %xAOB = 60° oraz:

a) trzy wierzcholki kwadratu naleza do ramion kata AOB, a czwarty
—- do luku AB,

b) dwa wierzcholki kwadratu naleza do ramion kata AOB, a pozostale
— do luku AB.

Obwdd wycinka kola jest réwny 2p. Wyznacz promien tego kola, wiedzac,
ze pole wycinka jest najwieksze z mozliwych.

6.2. Katy w okregu

Zestaw

Na rysunku przedstawiono okrag o srodku O i promieniu r. Wyznacz miary
katéw: o, B iy

Wrycinek kola jest wyznaczony przez kat srodkowy 3. Kat wpisany oparty
na tym samym luku co f ma miare «. Oblicz, jaki procent pola kola stanowi
pole wycinka, jesli:

a) a4 = 90°,

Wynik podaj z dokladnodcig do 1%.

b) B —a = 110°.

Na okregu o érodku O obrano punkty: A, B i C. Dwusieczna kata CAB
przecina okrag w punkcie D. Oblicz miary katéw wewnetrznych czworokata
ABDC, jedli xxABC = T0° i «xBC'A = 50°.

6.2. Katy w okregu
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4. Punkt O jest érodkiem okregu przedstawionego na rysunku. Wyznacz miary

katéw: o, B 1.

e

5. W kole o érodku $ i promieniu 2+/3 narysowano ///162’60 —
. e / -
czworokat ASBC (rysunek obolk). Oblicz pole ) Vz \
zaznaczonego wycinka kola. . (\\\ //
. ~
6. 7 punktu A lezacego na okregu o promieniu 5 cm g
poprowadzono dwie prostopadle cieciwy AB i AC’ .
Kazda z nich wyznaczyta dwa odcinki kola. Cblicz )

sume p6l dwédch najmniejszych odcinkéw kola,
wiedzac, ze |[AB| = 2|AC].

7. Punkt O jest srodkiem okregu przedstawionego na rysunliu. Wyznacz miary
katow tféjkqfca ABC, korzystajac z podanych informacji.

a) OA L AC,

OB 1 BC

c) kL OA,
¥ AOB = 2xBOC

b) OA L AB

25°

8. Wierzcholki tréjkata réwnoramiennego ABC .o podst.awie AB .lezad Bnca; |
okregu. Oblicz miary katéw tego tréjkata, jesli kat miedzy bokiem BC

N 1 - (o]
a prosta styczna do okregu w punkcie B ma miare 40°.

6. Planimetria

9.

10.

11.

12.

Punkt O jest srodkiem okregu przedstawionego na rysunku. Oblicz pro-

mien 7 okrggu i pole tréjkata ABC.
a) 3% C b)

W okregu poprowadzono dwie przecinajace sie cieciwy. Punkt przeciecia
poduielil jedna z nich na odeinki dlugosci 4 cm i 6 ¢cm. Oblicz dlugosci
odcinkéw, na jakie zostala podzielona druga cieciwa, jedli ich stosunek
wynosi 3 : 4.

Dany jest okrag o promieniu 7. Przez punkt P, ktérego odleglosé od grodka
okregu jest réwna 3, poprowadzono cigciwe o dlugosei 13. Oblicy dlugogdci
odcinkéw, na jakie punkt P dzieli te cieciwe.

Na rysunku obok przedstawiono pieciokat
ABCDE wpisany w okrag o srodku O. Oblicz
miary katéw tego pieciokata.

Dane sa dwa wielokaty foremne: pieciokat
1 szesciokat.
a) Oblicz sume miar ich katéw wewnetrznych.

b) Wyznacz miary katéw miedzy sasiednimi
przekatnymi poprowadzonymi z jednego
wierzchotka.

Do dwéch sasiednich wierzcholkéw wielokata foremnego poprowadzono
przekatne wychodzace z tego samego wierzcholka. Miara kata miedzy tymi
przekatnymi wynosi 15°. Wyznacz liczbe bokéw tego wielokata i oblicz
miare jego kata wewnetrznego.

Oblicz, jaki procent pola kola opisanego na n-kacie foremnym stanowi pole
kota wpisanego w ten n-kat, jesli:

a) n =6, b) n=38.

6.2. Kaly w okregu
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16. Oblicz pole szesciokata foremnego, ktérego obwdd jest:
a) o 8 krétszy od dlugodci okregu opisanego na tym szedciokacie,

b) o 24/3 — 7 dluzszy od diugosci okregu wpisanego w ten szedciokat.

Test jednokrotnego wyboru

17. Na rysunku przedstawiono okrag o érodku O. Miara
kata « jest réwna:
A. 60°, B. 70°, C. 80°, D. 140°.

18. Promien okregu jest réwny 4. Wskaz diugosé tu-
ku tego okregu, na ktérym jest oparty kat wpisany
o mierze 45°.

A. %71’ B. 7 C.

v D. 2w

ol

19. Suma miar katéw wewnetrznych wielokata jest réwna 6660°. Ile bokéw ma
ten wielokat?
A. 36 B. 37 C. 38 D. 39

20. W okregu o dlugoéci 127 poprowadzono cieciwe BDi éredn.icg AC zawarty,
w symetralnej tej cieciwy. J edli |BD| = 6+/2, to jeden z katdw czworokata
ABCD ma miare:

o
A. 30°, D. 105°.

B. 45°, C. 75°,

21. Dwunastokat foremny o sasiednich wierzcholkach P i @ Wp.isano w okrag.
Kat oparty na tuku PQ wpisany w ten okrag moze mie¢ miare:
D. 165°.

A. 144°, B. 150, C. 1547,

Zestaw Il

22. Przez punkt stycznoscl dwoch okregdw
stycznych zewnetrznie poprowadzono pro-
sta sieczna tych okregow (rysunek obok).
Uzasadnij, ze katy srodkowe a1 3 oparte na
lukach wyznaczonych przez te prosta ileza-
cych po jej przeciwiych stronach sa réwne.
Sformulyj i udowodnij podobne stwierdze-
nie dla okregéw stycznych wewnetrznie.

224 6. Planimetria

23. Dane sg dwa okregi styczne zewnetrznie w punkcie A i prosta styczna do
tych okregéw w punktach B i C. Wykaz, ze xBAC = 90°.

24. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokos¢ C'D. Punkt S jest

25. Na érednicy 4B poétkola obrano punkt K i na- L
rysowano dwa polkola o $rednicach AK i KB
(rysunek obok). Wykaz, ze pole zacieniowanej
figury jest réwne polu kola, ktérego érednica

jest odcinek K L prostopadly do érednicy AB. A % B

26. W okregu o promieniu r poprowadzono prostopadie cieciwy AB i CD.
Wykaz, 7e |AC|? + |BD|? = 402

6.3. Okrag opisany na trojkacie
Zestaw |

1. Oblicz promient okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym, wiedzac, ze:

a) pole trojkata wynosi 8 cm?, a wysoko$é opuszczona na przeciwprosto-
katna jest véwna 2 cm,

b) krétsza przyprostokatna ma dlugosé 5 cm, a jeden z katéw ostrych
trojkata jest dwa razy wiekszy od drugiego,

c) trojkat jest réwnoramienny, a jego obwdd wynosi 6.

2. Oblicz pole tréjkata prostokatnego, wiedzac, ze:

a) pole kota opisanego na tym tréjkacie jest réwne 257, a stosunek dhugosci
przyprostokatnych wynosi 1:7,

h) odleglodci drodka okregu opisanego na tym tréjkacie od prostych zawie-
rajacych przyprostokatne wynosza 4 i 6.

3. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie réwnoramiennym o podstawie
dlugosci 8 cm, wiedzac, ze:

a) ramie trojkata ma dlugosé 44/5 o,

b) sinus kata przy podstawie tréjkata jest réwny ;

1o

st

6.3. Okrag opisany na tréjkacie

srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie. Wykaz, ze xACD = xSCB.
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11. Dany jest tréjkat réwnoramienny, w ktérym suma dlugosci ramienia i wy-
sokoéci opuszczonej na podstawe wynosi p, a miara kata przy podstawie
jest rowna . Wykaz, ze promienl okrggu opisanego na tym trojkacie jest
réwny: -

4. W okrag o promieniu 4+/3 wpisano dwa tréjkaty
réwnoramienne ABC i ABD o wspélnej podsta-
wie i katach migdzy ramionami odpowiednio 120°
i 60° jak na rysunku obok. Oblicz:

a) dlugosé wspdlnej podstawy AB,

_ p
"~ 2sina(l +sina)

b) pole qudego 2 trojkatow. 12. Wyznacz wspbdlrzedne srodka S oraz promiei R okregu opisanego na
tréjkacie o wierzcholkach A, Bi C.
a) A(-6,-6), B(8,8), C(-8,0) ¢) A(-3,1), B(3,-5), C(5,1)
b) A(-3,-2), B(5,2), C(1,6) d)y A(1,-2), B(4,7), C(-5,10)

5. \/Vyznagz promieii okregu opisanego na tréjkacie
réwnoramiennyin:
a) o ramieniu b i kacie a przy podstawie, ' .
b) o wysokoéci h opuszczonej na podstawe 1 kacie 2« miedzy ramionami.

6.4. Okrag wpisany w trojkat
Test jednokrotnego wyboru

; ; . & Zestaw |
6. Jaki procent pola kola, z dokladnogcig do 1%, stanowi pole trojkata row-

nobocznego wpisanego w to koto?

1. Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny, wiedzac, ze:
A. 41% B. 52% C. 8% D. 95%

a) przyprostokatne tréjkata maja dlugosé 7 cm i 1 cm,
b) miara jednego z katéw ostrych tréjkata wynosi 30°, a dlugosé przypro-

pel 2 i ie 30° przy podstawie opisano kolo. TeR 2 ] A i
7. Na tréjkacie réwnoramiennym o kacie pray 1 stokatnej lezacej naprzeciwko tego kata jest réwna 8 cm,

Jaki procent pola tego kola, z dokladnoécia do 1%, stanowi pole trojlata?
A 14% B. 18% C. 20% D. 24% ¢) éSrodkowa poprowadzona z wierzcholka kata prostego ma dlugosé 5 cm,
. 14% . ©° . .

a stosunek dlugosci przyprostokatnych tréjkata wynosi 1 : 2.

2. Oblicz pole kola wpisanego w tréjkat prostokatuy, wiedzac, ze wysokoéé tego
tréjkata opuszczona z wierzcholka kata prostego dzieli przeciwprostokatng
na odcinki dlugosci 2 1 6.

Zestaw [l

8. Oblicy stosunek pola kola opisanego na trojkacie prostokatnym do pola
tego trojkata, jesli: '
a) wysokosé trojkata opuszezona na przeciwprostokatna dzieli ja w stosun-
kul:4,
b) symetralna przeciwprostokatne] tréjkata dzieli jedng z jego przyprosto-
katnych w stosunku 1 : 2.

3. Na okregu o promieniu 2 opisano tréjkat prostokatny. Oblicz jego pole,
jesli odleglos¢ miedzy $rodkiem okregu a wierzcholkiem jednego z katéw
ostrych tréjkata wynosi 24/10.

4. W tréjkat réwnoramienny ABC wpisano okrag o srodku O. Punkt D i F sg
punktami stycznosci okregu oraz odpowiednio podstawy AB i ramienia BC'.
Uzasadnij, ze tréjkaty BCD i OCE sa podobne. Oblicz promieii okregu,
jedli:

a) |AB| = 4, |BC| = 2//10, b) |CD| =3, |BE|: |EC|=1:2.

9. Promieni okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jes? réowny réZn‘i/cy
dlugosci przyprostokatnych tego trojkata. Oblicz tangens wiekszego z katow

ostrych tréjkata.

10. W kolo o polu 7S wpisano trojkat réwnoramienny. Miara kata przy pod-

5. W tréjkat réwnoramienny o kacie przy podstawie réwnym 30° wpisano
stawie tego trojkata jest rowna . Wyznacz jego pole.

okrag o promieniu 3. Oblicz dlugosci hokéw tréjkata. S

6.4. Okrag wpisany w tréjkat
6. Planimetria
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6. Na okregu opisano tréjkat réwnoramienny o podstawie diugodei 8. Oblicz
promien tego okregu, jesli:
a) jego érodek dzieli wysoko$¢ trojkata opuszezonag na podstawe w stosun-
ku 2 : 3, liczac od podstawy,
b) érodek okregu opisanego na tym trdjkacie dzieli wysokos¢ tréjkata
opuszczona na podstawe w stosunku 3 : 5, liczac od podstawy.

7. a) Wyznracz pole pierécienia kolowego ograniczonego przez okrag opisany
na tréjkacie réwnobocznym o boku a i okrag wpisany w ten trojkat.
b) Pole tréjkata réwnobocznego jest réwne S. Wyznacz promien okregu
wpisanego w ten trojkat. '

8. W tréjkat wpisano okrag o promieniu 2. Punkty stycznodci okregu z bokami
tréjkata podzielity okrag na trzy tuki, ktérych stosunek dlugosci wynosi
3 :4:5. Oblicz pole tréojkata.

9. Oblicz promien ckregu wpisanego w trdjkat, jedli:
a) dwa hoki tréjkata maja dlugoéci 4 cm i 8 cm, a miara kata miedzy nimi
wynosi 60°,

b) boki tréjkata majg dlugoéci 3 cm, 5 cm 1 6 cm.

Test jednokrotnego wyboru

10. Wskaz réznice promieni okregéw opisanego na tréjkacie i wpisanego w trdj-
kat o bokach dlugodci 7 cm, 24 cm i 25 cm.
A. 12,5 cm B. 9,5 cm C. 9cm D. 3 em

11. W tréjkat réwnoramienny o kacie migdzy ramionami réwnym 120° wpisano
okrag o érednicy 12. Podstawa tego trojkata ma dlugosé:
A. 6+ 4+/3. B. 9V3, C. 12v/3, D. 24+ 12/3.

12. Tréjkat ABC przedstawiony va rysunki obok
jest prostokatuy, a odcinek CD jest jego wy-
sokoécia. Suma pél k6l wpisanych w trdjkaty
ACD i BCD wynosi:
A. 47 cm?, C. 6 cm?,

‘ D. 81 cm?. B

5
B. 57 cm?,

6. Planimetria

13. Dany jest tréjkat ABC. Wysokodé tego trojkgta poprowadzona z wierzchol-
ka C jest réwna 20 cm i dzieli bok AB na odcinki dlugoéci 15 cm i 48 cm.
Promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwny:

A. 8 cm, B. 9 cm, C. 10 cm, D. 12 em.

Zestaw [

14. Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym suma dlugoéci przyprostokatnych jest
réwna sumie $rednic okregu opisanego na tym tréjkacie i okregu wpisanego
w ten trojkat.

15. Wykaz, ze stosunek promienia okregu opisanego na tréjkacie réwnoramien-
uym o kacie miedzy ramionami réwnym 2« do promienia okregu wpisanego
w ten tréjkat wynosi:
sinc + 1

2sin v cos? o

16. Dlugodci dwéch bokéw trdjkata wynosza 3 ecm i 5 cm, a promiens okregu
wpisanego w ten tréjkat jest réwny 1 cm. Oblicz diugodé trzeciego boku
trojkata.

17. Ramiona kata o mierze 60° przecieto prosta [ prostopadla do jednego
z ramion. Nastepnie wpisano w ten kat dwa kola, kazde styczne do jego
ramion i do prostej . Wyznacz stosunek pél tych kol

18. Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta prze-

chodzaca przez punkty C' i S przecina okrag opisany na tréjkacie ABC
w punkcie D. Wykaz, ze tréjkat BDS jest réwnoramienny.

6.5, Czworokaty wypukle
Zestaw 1

1. Oblicz wysokos$é i i pole P rombu, o ktérym wiadomo, ze:
a) miara jego kata ostrego wynosi 60°, a bok ma dlugoéé 16 cm,

b) jego dluzsza przekatna ma dingo$é 6 cm i nachylona jest do podstawy
pod katem 30°.

6.5. Czworokaty wypukle
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W kwadrat o przekatnej diugoéci 12 cm Wpisa,r%o d\zva A /
tréjkaty réwnoramienne. Podstawal?i tych tl"'OJk.QtOW

sa przeciwlegle boki kwadratu, a WlEl‘Z.ChOﬂ{l miedzy
ramionami sa érodkami bokéw kwadratu, jak na/rysunku
obok. Oblicz pole czgéci wspdlnej tych tréjkatow.

a) Dlugosci bokow réwnolegloboku wynosza 5 cm i 8 01}1,' a wysokosé
opuszczona na dluzszy bok jest réwna 3 cm. Oblicz diugosci przekatnych
réwnolegloboku. ‘ 1

b) Dhugosci przekatnych réwnolegloboku sa réwne 8 cm 1 12 cm, a kat
miedzy nimi ma miare 60°. Oblicz pole tego réwnolegloboku.

Dluzszy bok réwnolegloboku ma dlugosé 6 cim, wysokosé popl'owadzona: do
tego boku jest réwna 24/3 cm, a wysokos$é opuszczona na krotszy bolci)ebt
réwna 3+/3 cm. Oblicz miare kata ostrego i obwéd tego réwnolegloboku.

Podstawy trapezu réwnoramiennego majq dlugosci 10 ¢cm 1 6 cm. Oblicz
dlugoéé¢ ramienia i pole trapezu, jesli:

L. ~NC
a) kat rozwarty trapezu ma miarg 150°,

b) przekatna tego trapezu jest prostopadia do ramienia.

Krétsza przekatna trapezu prostokatnego mia dlugoéé d i tworzy z podstawa
kat 30°. Wyznacz obwod trapezu, jesli:

a) jedna z jego podstaw jest dwa razy dluzsza od drugiej,

b) jego pole wynosi —\é—gd2.

W trapezie o podstawach diugosci 12 em i 4 cm miary katow przy dluzszej
podstawie sa réwne « i f. Wyznacz pole tego trapezu.

Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym |AB| = G\/§:
i [AD] = |DC|. Przekatna AC ma dlugosé 8 1 tworzy z .1')0c'1‘st~(1wq'j AB kat
o mierze 30°. Przekatne trapezu przecinaja sie w punkcie 5. Oblicz:

a) dlugodci ramion trapezu,

b) stosunek pola tréjkata ABS do pola tréjkata CDS.

Punkt przeciecia przekatnych trapezu dzieli jego wyslok(‘)éé réwna, lO Cn}
w stosunku 2 : 3. Oblicz dlugoéci podstaw trapezu, jesli jego pole wymnosi
150 cm?.

6. Planimetria

10. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkt S jest punktem
przecigcia jego przekatnych. Oblicz pole tego trapezu, jesli |[AB| = 12 em

i|CD| =4 cm, a pole trojkata BCS jest réwne 5 cm?.

Test jednokrotnego wyboru

11. Pole rombu, ktérego kat ostry ma miare¢ mniejszg niz 30°, a obwéd wynosi

12.

14.

16.

17.

13.

8v/2, moze byé réwne:

A. 64/2, B. 24/6 +2v2, C. 24/8, D. 26 — 2v/2.

Stosunek dlugosci przekatnych rombu wynosi 2 : 1, a wysoko$¢ rombu jest
réwna 4 cm. Wskaz pole tego rombu.

A. 12 cm? B. 16 cm? C. 20 cm? D. 24 cm?

Suma dlugosci przekatnych deltoidu wynosi 13 cm, a jego pole jest réwne
21 ecm?. Punks przecigcia przekatnych dzieli dtuzsza z nich w stosunku 3 - 4.
Jaka diigodé moze mieé jeden z bokéw deltoidu?

A. 5cm B. 4 cm C. 2v/3 cm D. 3cem

Zestaw [

Bok rombu ABCD ma dlugosé 13 cm, a przekatna AC jest réwna 10 cm.
Oblicz diugoéé przekatnej BD i sinus kata DAB.

Z punktu P, bedacego érodkiem ramienia BC trapezu ABCD, poprowa-
dzono odcinki do wierzcholkéw A i D. Wykaz, ze pole tréjkata APD jest
dwa razy mniejsze od pola trapezu.

Przekatne AC i BD trapezu ABC'D przecinajg si¢ w punkcie O. Wyznacz

pole tego trapezu, wiedzac, ze pole tréjkata ABO jest réwne Si, a pole
tréjkata C DO wynosi Ss.

Odcinek AB jest $rednica ckregu przedstawionego

na rysunku obok, a prosta ! — styczna do tego

okregu. Z punktéw A i B poprowadzono odcinki o) 5
AC' i BD prostopadte do prostej [. Wykaz, ze:

|AB| = |AC| + |BD|.

6.5. Czworokaty wypukle
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18.

19.

232

20.

21.

Dany jest romb ABCD o katach ostrych przy V,fierzchoﬂ{ach AiC. Okrag
o érbdku O przechodzl przez punkty A, B i Di prze'cma pr’zekegtnad AC
w punkcie S, dzielac ja na odeinki dtugosci 4 i 2. Oblicz obwdd rombu.

Wykaz, ze kat ostry miedzy wysokodciami réwnolegloboku poprowadzonynii
’ iy 3 ¢ N ; ~ AT 1o
2 wierzcholka kata rozwartego jest réwny katowl ostremu tego réwnoleglo

boku.

sie w punkcie 0, a proste zawierajgce ramiona

Przekatne trapezu przecinaja : ; :
Wrykaz, ze prosta S O przechodzi przez grodki

tego trapezu — W punkcie S.
obu podstaw trapezi.

Trapez o wysokosci 8 cm i podstawach dlugoécei 17 e i 7 cm podzielono

prostg réwnolegla do podstaw na dwie figury o réwnych polach. Oblicz

dlugoéci odcinkéw, na jakie ta prosta podzielila wysokos¢ trapezu.

6.6. Okrag opisany na czworokacie

Zestaw |

1.

3.

W kwadrat ABCD o boku dlugodci 4 wpisano czwo-
rokat KKLMN, jak pokazano na rysunku. K:a'zd}j
2 wierzchotkéw tego czworokgta dzieli odpowiedni
bok kwadratu ABCD w stosunku 1 : 3. Uzasadni],
e czworokat KLMN jest kwadratem i oblicz sto-
sunek pola kotla opisanego na kwadracie KLMN
do pola kola opisanego na kwadracie ABCD.

j 5 C Liara kata miedzy jego przekatnymi
Pole prostokata jest rowne 164/3, a miara kata miedzy ‘](?go ) atny
wynosi 60°. Oblicz pole kola opisanego na tym prostokacie.

Oblicz obwod trapezu wpisanego W okrag o promieniu 3 cm, wiedzac, ze
dluzsza podstawa trapezu jest drednica tego okregu oraz: N
a) miara lata miedzy promienij{\.mi okregu poprowadzonymi do koncow
krétszej podstawy wynosi 607,

» al ST e
b) przekatna trapezu ma dlugosé 2+/7 cn.

6. Planimetria

b

10.

11.

12.

Dhuzsza podstawa AB trapezu ABCD jest Srednicg okregu opisanego na
tym trapezie. Oblicz promien okregu, wiedzac, ze |[AD| =3 cmi |AC| =

4\/7 cim.

Na trapezie o podstawach dlugosci 9 cm 1 7 cm oraz wysokosci 24/2 cm
opisano okrag. Oblicz dlugoéé tego okregu.

Na trapezie o podstawach a 1 b, gdzie a < b, opisano okrag o promieniu R.
Kat miedzy krétsza podstaws trapezu a promieniem okregu poprowadzo-
nym do jednego z jego koicéw jest réwny 30°. Oblicz a i R, jedli b= 82,
a wysokogé trapezu jest réwna 5.

Na deltoidzie o bokach diugosci 2 i 4 opisano okrag. Oblicz jego promien R
i odlegtoéé a érodka okregu od punku przeciecia przekatnych deltoidu.

Na czworokacie ABCD, w ktérym xABC = 90° oraz ¥xDAB = T5°,
opisano kolo. Wyznacz stosunek pola tego kola do pola czworokata, jesl
dlugosé boku BC jest réwna promieniowi kola.

Dwusieczne katdéw wewnetrznych trapezu
ABCD ograniczajg czworokat K LMN,
jak pokazano na rysunku obok. Uzasadni,
ze na czworokacie I{ LM N mozna opisa¢
okrag.

Dwa przeciwlegle boki czworokata wpisanego w okrag majg réwne dhugogdci.
Wykaz, ze czworokat ten jest trapezem.

Test jednokrotnego wyboru

Odcinki AD i BE sa dwusiecznymi katéw tréjkata o}
ABC przedstawionego na rysunku obok. Na czworo-

kacie EF DC mozna opisaé okrag, jesli miara kata

ECD wynosi:
A. 30°, B. 45°,

C. 60°, D. 70°.

A B

Na czworokacie, ktérego sasiednie katy maja miary 107°15" i 93°25’, mozna
opisaé okrag. Wartoéé bezwzgledna réznicy miar pozostalych dwoch katow
tego czworokata jest réwna:
A, 13°10/, B. 13°50/,

C. 14°10, D. 14°50'.

6.6. Okrag opisany na czworokacie
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13.

Na trapezie o dluzszej podstawie réwnej 8 cm i wysokosci v/3 cin opisano
okrag. Jeden z katéw tego trapezu jest jedenascie razy mniejszy od suiny
miar pozostatych katéw. Wskaz pole trapezu.

A. 44/3 cm? B. 5v/3 cm? C. 6+/3 cm? D. 8/3 cm?
Zestaw I

14. W pélfiole o promieniu 7 wpisano romb, jak poka- i .
zano na rysunku obok. \
a) Wyznacz dlugosci przekatnych i pole rombu. \\
b) Oblicz sinus kata ostrego rombu.

15. Na trapezie réwnoramiennym o krétszej podstawie 8 cm i wysokosci 4 cin
opisano okrag o promieniu 5 cm. Oblicz tangens kata ostrego trapezu.
Podaj przyblizona miare tego kata.

16. 7 wierzchotka D kata rozwartego réwno- D C
legtoboku ABCD poprowadzono wysoko- /
$ci DE i DF, jak na rysunku obok. Wy- i
kaz, ze na czworokacie FBF D mozna opi- p F
saé okrag. Oblicz promieni tego okregu, jesli A 7 B
*xDAB = 60°, |AB] =81 |AD| = 6.

17. Na trapezie o podstawach 8 cm i 4+/6 cm opisano okrag o promieniu 5 cm.
Srodek tego okregu lezy wewnatrz trapezu. Oblicz:

a) dlugoéé ramienia trapezu,
b) odlegloéci érodka okregu od wszystkich prostych zawierajacych boki
tego trapezu.

18. W okrag o promieniu 7 wpisano prostokat. Wyznacz diugoéci jego bokdw,
wiedzac, ze pole prostokata jest najwieksze z mozliwych.

19. Rozwazmy wszystkie trapezy wpisane w okrag o promieniu r, ktérych

dluzsza podstawa jest réwna $rednicy tego okregu. Wykaz, ze istnieje wsréd
. . . , 2
nich trapez o polu wigkszym niz 1,257°.

6. Planimetria

*6.7. Okrag wpisany w czworokat

Zestaw |

1.

6.

a) Oblicz stosunek pola kota opisanego na kwadracie o boku diugosci a do
pola kota wpisanego w ten kwadrat.

b) Na okregu opiéano kwadrat, a nastepnie wpisano w ten okrag trojkat
réwnoboczny. Wyznacz stosunek pola kwadratu do pola tréjkata.

a) W romh o kacie ostrym 30° wpisano okrag o promieniu 7. Oblicz pole
tego rombu.

b) Oblicz promieri okregu wpisanego w romb o przekatnych diugosci 6 i 18.

Promien okregu wpisanego w romb
ABCD jest réwny 2+v/2. Odcinek CE
ma dlugosé 8 (rysunek obok). Oblicz
pole rombu.

A

Na okregu o promieniu 2 cm opisano trapez réwnoramienny. Oblicz obwéd
tego trapezu, jesli:
a) jego ramie tworzy z diuzsza podstawa kat o mierze 30°,

b) przekatna trapezu ma dlugosé 5 cm.

W trapez réwnoramienny o kacie rozwartym 135° wpisano okrag. Oblicz
jego promien, jesli odcinek laczgcy érodki ramion trapezu ma dtugosé 7+/2.

Na okregu o srodku O opisano trapez réwnoramienny ABCD o dluzszej
podstawie AB. Wykaz, ze kat BOC jest prosty. Oblicz pole tego trapezu,
jesli promieri okregu wynosi 3 cm, a punkt. stycznosci okregu z ramieniem
dzieli je w stosunku 4 : 9.

a) Oblicz pole trapezu prostokatnego opisanego na okregu o promieniu 3,
jesli miara kata ostrego trapezu wynosi 30°.

b) W trapez prostokatny wpisano kolo. Odleglosci jego srodka od koricéw
dluzszego ramienia trapezu wynosza 6 i 2. Oblicz pole tego kota.

Oblicz promieri okregu wpisanego w trapez o obwodzie 56 cm i polu 70 cm?.

6.7. Okrag wpisany w czworokat
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9. W trapez ABCD, ktérego wysokod¢ jest row- D
na 6, wpisano okrag (rysunek obolk). Punkt
stycznosci E okregu z dluzsza podstawa tra- /
pezu podzielil ja na odcinki dlugosci 4.519. /

A B

Oblicz pole zamalowanej figury. 45 FE 9

10. Stosunek dlugosci trzech kolejnych bokéw czworokata opisanego na okregu
wynosi-l : 3 : 4, a obwéd tego czworokata jest réwny 20 cm.
a) Wyznacz dlugoéci bokéw czworokata.

b) Oblicz pole czworokata, jesli promient okregu jest réwny 3 cm.

Test jednokrotnego wyboru

11. Stosunek pola rombu do pola kota wpisanego w ten romb wynosi 2. Wskaz
miare kata ostrego tego rombu.

A 15° B. 30° D. 60°

C. 45°

12. Deltoid o katach: 60°, 90°, 120°, 90° jest opisany na okregu o promieniu V3.
Wskaz obwdd tego deltoidu.
A 4483 B. 6463

C. 8+4/3 D. 44643

13. Trapez réwnoramienny o podstawach dlugosci 4 cm i 16 cm jest opisany
na okregu. Jaka dlugoéé ma przekatna tego trapezu?

A. 12 B. 24/41 C. 4417

D. 3v34

Zestaw [

14. Na okregu opisano deltoid ABCD o polu 221 cm?
i obwodzie 68 cm. W ten sam okrag wpisano del-
toid KLMN o obwodzie 30 cm jak na rysunku
obok. Oblicz promien r okregu i pole P delto-
idu KLMN.

15. Na okregu o promieniu 7 opisano trapez o katach
ostrych a i 3 przy podstawie. Wyznacz pole tego
trapezu.

16. Na okregu o promieniu r opisano trapez, ktérego diuzsza podstawa jest

réwna 4r. Wyznacz pole P trapezu i promieft R okregu opisanego na tym
trapezie.

6. Planimetria

17. W romb wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z bokiem rombu dzieli
ten bok na odcinki diugosei 1 ecm i 9 cm. Oblicz wysokosé rombu i diugosci
jego przekatnych.

18. Stosunek dlugoéci przekatnych rombu wynosi 1 : 2. Oblicz stosunek pola
kola wpisanego w ten romb do pola rombu.

19. W trapez réwnoramienny o polu P wpisano okrag o promieniu 7. Wyznacz
diugosé odcinka laczacego érodki ramion trapezu.

20. W trapez réwnoramienny ABCD o podstawach AB i CD wpisano okrag
o érodku O i promieniu r. Punkty E i F' nalezg odpowiednio do pod-
staw AB i C'D i sg punktami stycznodci tych podstaw z okregiem. Wykaz,
ze |EB| - |FC| = r2.

21. Wyznacz pole trapezu o podstawach dlugoéci a i b, jedli w trapez ten mozna,
wpisaé okrag i mozna na nim opisaé okrag.

° 2

*6.8. Twierdzenie sinuso

Jezeli nie napisano inaczej, przyjmij, ze boki tréjkata: a, b, ¢ leza naprze-
ciwko katéw odpowiednio: a, 3, .

Zestaw |

1. Rozwigz tréjkat o danych katach i boku.
a) a=060° 8=45°c=14 c) f=100° v=060°a=29
b) «=120° 8 =30° c=12 d) a=40°,v=135°0=10

2. W tréjkacie ABC dane sg: [AB| =8, xCAB = 55°i xABC = 86°. Oblicz
obwdd i pole tréjkata.

3. Bok AC tréjkata ABC ma dlugoéé 10. Oblicz wysokoéé opuszczona na ten
bok, jedli x ACB = 130°, x ABC = 30°.

4. W trojkacie dane sg katy « = 30° i f = 45° oraz suma dlugodci bokéw
lezacych naprzeciwko tych katéw: a +b =8 + 4+/2. Rozwiaz ten tréjkat.

6.8. Twierdzenie sinusow
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10.

i1.

Rozwiaz trdjkat o danych bokach i kacie, wiedzgc, ze miary pozostatych
katéw sa nie wieksze niz 90°.
a) a=4,b=28, a=30°
b) a=6,b=17, f=060°

c) b=12, ¢ =10, v =45°
d) a=6,c=29, v=140°

Uzasadnij, ze nie istnieje tréjkat spelniajacy podane warunki.
a) a=8,b=6, f=060° b) a =8, ¢c= 5,y =100°

Uzasadnij, ze istniejg dokladnie dwa tréjkaty speiniajace podane warunki.
Rozwiaz te tréjkaty.

a) a=4,b=7, a=30° b) b=8, ¢c=10, 8 = 35°

a) Rozwiaz trdjkat o katach 25° i 35° wpisany w okrag o obwodzie 107.
b) Wyznacz pole tréjkata o katach 30° i 507, wiedzgc, ze promien okregn
opisanego na tym tréjkacie jest réwny R.

Na trapezie o podstawach dlugoéci 14 cm i 10 cm oraz wysokosci 6 cm
opisano okrag. Oblicz jego promien, wiedzac, ze érodek okregu lezy wewnatrz
trapezu.

Maszt o wysokoéci h rzuca cien dlugosci 12 m na
zbocze nachylone do poziomu pod katem 43° jak
na rysunku. Kat padania promieni slonecznych
na zbocze wynosi 63°. Oblicz wysokoéé masziu
z dokladnoscig do 0,1 m.

Dwaj obserwatorzy znajduja si¢ w punktach A
i B oddalonych od'siebie 0 500 m (rysunek obolk).
Obserwator A zameldowal, ze punkt C' jest od-
chylony o 10°, a punkt B — o 80° na wschod
od kierunku pélnocnego. Obserwator B stwier-
dzil, ze punkt C znajduje sie o 20° na zachdd
od kierunku péinocnego. Oblicz, z doktadnoscig
do 0,1 m, odleglosé kazdego z obserwatoréw od
punktu C.

Test jednokrotnego wyboru

12.

Sinus kata przy podstawie tréjkata réwnoramiennego wynosi 0,6. Promieft
okregu opisanego na tym tréjkacie jest réwny:

A. 25 cm, B. 28 cm, C. 30 cm, D. 32 cm.

6. Planimetria

13.

14.

W tréjkacie ABC' dane sg: |AC| = 6, |BC| = 3v/2 i *xBAC = 30°. Jaks
miare moze mieé¢ kgt ACB?

A. 15° B. 18° C. 30° D. 36°
W tréjkacie ABC dane sa: xABC = 75° i ¥ BCA = 45°. Jeéli bok AB

ma diugosé 2 cm, to bok AC ma dlugosé:

A. (\/§ -+ 3) cny, B. (\/§ + 2) cm, C. (\/§ + l) cm, D. 24/3 cm.

Zestaw 11

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Cigciwa AB okregu o $rodku O ma diugoéé 10 cm. B

Przez punkt A poprowadzono styczna do okregu

jak na rysunku obok. Oblicz promie okregu i pole

trojkata AOB, jedli kgt miedzy styczna a cieciwa

jest réwny 55°. 0 T

55

Na czworokacie ABCD opisano okrag o promie-
niu 2. Wyznacz dlugosci bokéw i pole czworokata,
jesli xDAB = 135°, ¥xCDA = 75°, x ABD = 30°.

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC. Punkt D lezy na boku BC. Wyznacz
tangens kata DADB, jedli stosunek pola tréjkata ADB do pola tréjkata ADC
wynosi 1 : 2.

Przez érodek boku trojkata réwnobocznego poprowadzono prosta nachylong
do tego boku pod katem «, gdzie v € (0°;90°). W jakim stosunku ta prosta
podzielila pole tréjkata?

W okrag wpisano tréjkat réwnoboczny ABC. Punkt c
P nalezy do tuku AB jak na rysunku obok. Wykaz,

te |AP| + |BP| = |CP|. :

W tréjkat T o katach: «, 8,7 — o — 8 wpisano

okrag O o promieniu r. Wyznacz pole tréjkata, kté- A B
rego wierzchotkami sg punkty stycznoéei tréjkata T P
i okregu O.

Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych a i b. Wykaz, ze diu-
gos¢ odcinka zawartego w dwusiecznej kata prostego o koncu lezgcym na

przeciwprostokatnej wynosi d = ﬁ’}r/f.

6.8. Twierdzenie sinuséw
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*6.9, Twierdzenie cosinusGw

Zestaw |

1.

6.

Oblicz dlugoéé boku c trojkata, majac dane:

a) a=>5,b=8,y=00°% ¢) a=6,b=9,vy=120°
b) a=5,b= 32, v = 45°, d) a= 243, b =4, v = 150°.
Wyznacz miary katow tréjkata o podanych bokach.

a) a=2v3,b=4,c=2 ¢) a=5>b=06,c=8

b) a=+/6, b =23, c=+/3+3

Rozwigz tréjkat o danych bokach i kacie.
a) a=2v3,b=2v6, a=30° b) a

d) a=4,b=2,¢=5

I

6, b=+/2,7y =135

Dlugosci dwoch bokéw tréjkata sg rowne 4 i 10, a jego pole wynosi 12.
Oblicz cosinus kata miedzy tymi bokami i diugoéé trzeciego boku.

Miara jednego z katéw tréjkata wynosi 120°, a dwusieczna tego kata dzieli
przeciwlegly bok na odcinki dlugoéci 4 1 8. Oblicz dlugodci bokéw trojkata.

Boki tréjkata maja dlugosci 5, 6 i 7. Oblicz:

a) dlugosé grodkowej poprowadzonej do boku o dlugosci 6,

b) promiefi R okregu opisanego na tym tréjkacie i promiein r okreggu
wpisanego w ten trojkat.

W tréjkacie ABC miara kata BC A jest dwa razy wieksza od miary ka-
ta CAB. Oblicz obwdd tego trojkata, wiedzac, ze:
a) |AC|=61i|BC|=9, b) |AC| =51 |BC| : |AB| =2:3.

Przekatne réwnolegloboku maja dlugoéci 6 1 12, a jeden z jego bokow jest
réwny krétszej przekatnej. Oblicz cosinus kata ostrego & miedzy przekat-
nymi i dlugoéé x drugiego boku réwnoleglobolu.

W czworokacie ABCD przedstawionym na rysunku
obok dane sa: |BC|=2, |BD| = 3, xDAB = 120°
i ¥xABD = 30°. Na czworokacie tym opisano okrag.
Oblicz promient okregu i dlugoéci pozostalych bokdw
czworokata.

Planimetria

10. W czworokacie ABCD dane sa: |AB| = 3, |BC| = 4,|CD| =13, |AD| = 12
i |AC| = 5. Oblicz cosinus kata DAB i dlugoséé drugiej przekatnej.

11. Podstawy trapezu maja dlugosci 3 i 6, a jego ramiona sg réwne 4 i 5. Oblicz
dlugoéci przekatnych tego trapezu.

Test jednokrotnego wyboru

12. W tréjkacie ABC' dane sa: xBAC = 120°, |AB| = V2—1i|AC| =+2+1.
Wskaz dingoéé boku BC' tego trojkata.
A. /6 B. V6 C. V7 D. 2v/2

13. Dauy jest tréjkat o bokach diugosci: 2, 22 i V2 + /6. Wskaz sume miar
dwoéch najwiekszych katéw tego trojkata.

A, 135° B. 150° C. 155° D. 165°

14. Boki réwnolegloboku maja diugodei 4 1 2+4+24/3, a miara jego kata rozwartego
jest réwna 150°. Jedna z przekatnych tego réwnolegloboku ma dlugosé:

A 2442, B. 2+ /3, C. 24/2, D. 2v/3.
Zestaw [

15. W rombie o kacie ostrym 30° 1 boku diu-

goéci a poprowadzono z wierzchollka ka- .
ta ostrego dwa odcinki jak na rysunku Z/
obok, ktére podzielily romb na trzy figury

o réwnych polach. Wyznacz diugosei tych

odcinkdéw.

16. Stosunek dlugosci dwdch bokéw tréjkata wynosi 3:8, a kat miedzy tymi
bokami ma miare 60°. Oblicz tangensy pozostalych katéw tego tréjkata.

17. W tréjkacie ABC dane sa: |[AC| = 2V/7, |BC| = /7, xBCA = 120°.
Oblicz dlugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata BC A dzieli bok AB.

18. W trojkacie réwnoramiennym poprowadzono grodkowe laczace konce pod-
stawy z ramionami. Oblicz:
a) tangens kata ostrego miedzy érodkowymi, jesli trojkat jest prostokatny,

b) cosinus kata miedzy ramionami, jesli srodkowe sg prosto adle.
. 7

6.9. Twierdzenie cosinusdéw



19.

20.

21.

242

W trapez réwnoramienny wpisano olkrag o promieniu 7. Punkty §ty0211osc1
w stosunku 2 : 3. Wyznacz dlugos¢ ramienia trapezu

dzielg ramiona trapezu © ran P
zawierajacego krétsza

oraz cosinus kata o miedzy przekatng a ramieniem,
podstawe.

. - " o miare 120°. Diugodci bolkg
W tréjkacie ABC kat prazy wierzchotku A ma ml{:ilBe“l l.Q'OACIDhlgosm bokéw

tego tréjkata tworza ciag arytmetyczny. Oblicz iBcy ! Bl

v trojkat o wierzchotkach A, B i C jest ostrokatny.

Sprawdz, cz
b) A(-3,-1), B(6,3), C(0,5)

a) A(-5,4), B(0,0), C(3,4)

6. Planimetria

Zestawy powtorzeniowe

Zestaw |

1.

10.

Dany jest tréjkat prostokgtny ABC. Punkt P jest srodkiem przeciwpro-
stokatnej AB. Kat ABC ma miare 80°. Jaky miare ma kat APC?

Na czworokacie ABCD, ktérego kat ABC ma miare 135°, opisano okrag
o $rodku O. Oblicz miary pozostatych katéw czworokata, wiedzac, ze
xDOB = 140°.

Miary katéw utworzonych przez przediuzenia przeciwleglych bokdéw czworo-
kata wpisanego w okrag wynosza 70° i 80°. Oblicz miary katéw czworokata.

Na tréjkacie ABC, w ktérym <« ABC = 75°, a ¥*CAB = 40°, opisano okrag.
Styczna poprowadzona do okregu w punkcie C' przecina przedtuzenie boku
AB w punkcie P. Oblicz miary katéw trdjkata BPC.

Podstawa AB trojkata réwnoramieunego ABC jest $rednicy, c
kola o $rodku O i promieniu 4, jak na rysunku obok. Kat
ACB ma miare 30°. Oblicz pole czeéci trdjkata lezacej na
zewnatrz kola.

W tréjkacie ABC o bokach dtugoéci |[AC| = 61 |BC| = 3v/2
poprowadzono wysokosé CD. Oblicz miary katéw tego trdj-
kata oraz promien R okregu opisanego na nim, jesli tréjkat
BCD jest réwnoramienny.

Odleglosé érodka okregu opisanego na tréjkacie réwnoramiennym od prostej
zawierajacej podstawe tego tréjkata wynosi 7 cm. Oblicz pole tréjkata,
wiedzac, ze jego ramie jest dwa razy dluzsze od podstawy.

Dany jest tréojkat réwnoramienny, w ktérym stosunek dlugosci ramienia do
dlugosci podstawy jest réwny 2 : 3. W tréjkat ten wpisano okrag, a w okrag
wpisano prostokat o stosunku bokéw réwniez 2 : 3. Oblicz stosunek pola
tréjkata do pola prostokata.

Dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego sg réwne 51 12. Z wierz-
cholka kata prostego poprowadzono pélprosta, ktéra podzielita tréjkat
na dwa tréjkaty o réwnych obwodach. Oblicz stosunek promieni okregéw
wpisanych w powstale tréjkaty.

Obwdéd rombu wynosi 2p, a suma jego przekatnych jest réwna d. Wykaz,
ze pole rombu wyraza sig wzorem P = }L(d2 —p?).

Zestawy powtdrzeniowe
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

Dane jest kolo o érodku A i romb ABCD, kto-
rego wierzchotki B i D naleza do okregu jak
na rysunku obok. Kat ostry rombu ma miare
30°, a pole rombu jest réwne 2+/2. Oblicz pole
wycinka kola zaznaczonego na rysunku kolorem
oraz wysokosé rombu.

W trapezie réwnoramiennym ABCD poprowadzono wysokoéé DE. Oblicz
pole trapezu, jedli |[BD| =10 em i |[EB| =8 cn.

Diugosci podstaw trapezu réwnoramiennego wynoszg 10 cm i 14 cm.

a) Oblicz dluzodci odeinkéw, na jakic przekatne trapezu podzielily odcinek
laczacy drodki jego ramion.

b) Wyznacz dlugoéé odcinka laczacego grodki podstaw .trapezu, jesli suma
miar katéw przy dluzszej podstawie trapezu wynosi a0°.

Dlugoéci rainion trapezu wynoszg 5 cm i 2./5 cm, a dlugodci jego podstaw
sa réwne 3 cm i 8 cm. Oblicz pole tego trapezu.

Przekgtne trapezu ABCD przecinaja si¢ w punkcie 5. Oblicz pole m.fapezu,

jedli pole tréjkata ABS jest réwne 16, a pole tréjkata C'DS wynosi 4.

a) Na okregu o promieniu 3 cm opisano trapez prostokatny. Oblicz pole
trapezu, jedli jego najdiuzszy bok ma diugosé 12 cm.

b) Dluzsze ramie trapezu prostokatnego ma dlugosé 10 cm, a punkt stycz-
noéci z okregiem wpisanym w ten trapez dzieli je w stosunku 1 : 4.
Oblicz promiefi okregu i pole trapezu.

. ‘{‘/}Ar'.._‘” o
Przekatna trapezu réwnoramiennego ABCD ma dlugodé 44/5 1 jest pro
stopadla do ramienia trapezu. Wysokoéé CE dzieli podstawg AD na dwa
odcinki takie, ze |AE| = 8. Oblicz pole trapezu i promien okregu opisanego

na tyw trapezie.

Zestaw [

18.

19.

a.

Na okregu odmierzono luki: AB, BC i C'D odpowiadajace kolejno katom
srodkowym: 100°, 60° i 80°. Oblicz miary katow czworokata ABCD oraz
miare kata miedzy jego przekatnymi.

2z o ieoey leatd o
Najdluzszy bok tréjkata ma dlugosé 8 cm, a dwa z jego katow maja
miary 10° i 20°. Oblicz promieiil okregu opisanego na tyuu tréjkacie.

Planimetria

20.

21

22.

27.

28.

W kole o srodku O poprowadzono cieciwe AB. A
Punkt P dzieli te cieciwe na odcinki o dtugoéciach 5

i3, jak na rysunku obok. Odcinek OP ma dlugosé 7.

Oblicz promieii kota i pole wycinka kola wyznaczo-

nego przez kat AOB.

5

Tréjkat prostokatny wpisano w okrag o promie-
niu 4,5. Odlegloéé jednego z wierzcholkéw tréjkata
od stycznej poprowadzonej w wierzcholku kata pro-
stego wynosi 4. Oblicz obwdéd tréjkata.

a) W tréjkacie réwnoramiennym suma dlugoéci ramienia i wysokodci opusz-
czonej na podstawe wynosi p. Kat przy podstawie ma miare 30°. Wy-
znacz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

b) Pole tréjkata réwnoramiennego wpisanego w okrag o promieniu 2 cm
jest réwne 3/3 cm?. Oblicz wysokosé tréjkata.

Ramie trapezu réwnoramiennego ma diugos$é 4 cm, a jego dlugsza podstawa
— 6 cun. Oblicz promieni r okregu wpisanego w trapez oraz promient R okregu
opisanego na nim. :

Kat rozwarty trapezu réwnoramiennego ma miare 135°, a kgt miedzy
przekatng a dluzszg podstaws - 30°. Wyznacz dlugoéé przekatnej oraz
dlugosci bokéw trapezu, jesli promief okregu opisanego na nim wynosi R.

W romb o boku dlugosci « i kacie ostrym 60° wpisano okrag. Wyznacz
promieri tego okregu oraz pole czworokata, ktérego wierzchotkami sg punkty
stycznosci okregu z bokami rombu.

Miara kata ostrego réwnolegloboku wynosi 60°. Odleglodei punktu przecie-
cia przekatnych réwnolegloboku od jego sasiednich bokéw sg réwne 3 i 4.
Oblicz pole réwnolegloboku i dlugosé krétszej przekatnej.

Na czworokacie ABCD, w ktérym |AB| = V3 — 1, |BC| = 2, |AC| = /6,
opisano okrag. Wyznacz dlugodci pozostalych hokéw czworokata, wiedzac,
ze s one rowne i oblicz promien okregu.

Z punktu lezacego na okregu poprowadzono dwie cieciwy o dhugogciach

4 cm i 8 cm. Oblicz promief okregu, jesli odleglodé miedzy §rodkami cigciw
wynosi 24/7 cm.

Zestawy powtdrzeniowe
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Na deltoidzie o polu réwnym 28 opisano okrag o promieniu 4. Oblicz obwdd
deltoidu.

W tréjkat ABC wpisano okrag o promieniu 1. Bok BC' zostal podzielony
przez punkt stycznosci D na odcinki dlugosci |BD| =171 |DC|= 3. Oblicz
sinus kata ABC i dtugosci bokéw AB i AC tego trojkata.

W tréjkacie prostokatnym dwusiecziia jednego z katéw ostrych dzieli prze-
ciwlegty bok w stosunku 1 : 3. Oblicz stosunek pola kola opisanego na tvin
tréjkacie do pola kola wpisanego w ten trojkat.

W trojkgcie réwnoramiennym ABC o podstawie AB érodkowe poprowa-
dzone 7 wierzcholkéw A i B sa prostopadle. Oblicz sinus kata ACB.

W tréjkacie réwnobocznym ABC na boku BC wybrano punkt P taki, ze
|BP| : |PC| = 1 : 2. Oblicz cosinusy katéw CAP i PAB. Uzasaduij, ze
promienie okregéw opisanych na tréjkatach CAP i PAB sg réwne.

W okrag o promieniu 2 wpisano dwunastokat C
foremny. Oblicz miary katéw oraz pole trojkata
ABC wyznaczonego przez przekatne dwunasto-
kata jak na rysunku obok.

Réznica pola kola opisanego na osmiokacie fo- \ - /
remnym i pola kola wpisanego w ten osmiokat / S/
wynosi 4. Oblicz dlugoé¢ boku oémiokata.

Zestaw 111

36.

37.

Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzcholku C.
7 punktu P nalezacego do przyprostokatnej AC poprowadzono odcinek PQ
taki, ze punkt @ nalezy do przeciwprostokgtne] AB i PQ L AB. Uzasadnij,
ze ¥ PCQ = ¥ PBQ.

Dwa okregi przecinaja si¢ w punktach E i Fjak
na rysunku obok. Przez punkt E poprowadzono
prosta przecinajacg te okregi w punktach A
i B, a przez punkt F' — prosta przecinajaca je
w punktach C i D. Uzasadnij, ze czworokat
ABC'D jest trapezem.

¢

Ny

s
//\/Q
o

EV/B

~

6. Planimetria

44.

45.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Punkty A, B, C i D lezace na okregu dziela go na cztery tuki: 4B, BC,
CD i DA. Oznaczmy $rodki tych lukéw odpowiednio: Ay, By, Cy i Dy.
Wykaz, ze proste A;C1 1 B1D; sa prostopadle.

Na przeciwprostokatna AB tréjkata prostokatnego ABC opuszczono wyso-
kos¢ CD. Wykaz, ze suma promieni okregéw wpisanych w tréjkaty ABC,
ADC i DBC jest réwna tej wysokosci.

Diugodci bokéw tréjkata sa kolejnymi liczbami naturalnymi. Miara naj-
wigkszego kata jest dwa razy wigksza od miary najmniejszego kata tego
tréjkata. Oblicz dlugosci jego bokdw.

Dlugosdci hokdw trojkata lezacych naprzeciwko jego wierzcholkéw A, B i C
sa réowne odpowiednio a, b1 c. Wykaz, ze dlugoséé zawartego w tym tréjkacie
odcinka dwusiecznej kata CAB wyraza sig¢ wzorem:

. bc((b:H:)2 —a2)

b-+c

Miary dwéch katéw tréjkata sg réwne o i 8, gdzie 8 > «. Uzasadnij, ze
tangens kata n zawartego miedzy $rodkowa a wysokoécia poprowadzonymi
z wierzcholka trzeciego kata wyraza sie wzorem:

o sin(f—a)

7 2ginasinf

W réwnolegloboku ABCD dane sa: |[AB| = 6, D c
|AD| =51 £ ABC = 120°. Z wierzcholkéw C

i D poprowadzono odcinki CF i DE, ktérych

kotice podzielily boki AB i BC w stosunku ﬁ
odpowiednio 1 : 1 oraz 3 : 2 jak na rysunku A Fa B
obok. Oblicz pole czworokata FBEG,. jesli G

jest punktem przeciecia odcinkéw CF i DE.

Kat ostry réwnolegloboku ma miare 60°. Wyznacz stosunek dlugosci bokdw
tego réwnolegloboku, jesli stosunek kwadratéw dlugosci jego przekatnych

wynosi .

Podstawa trapezu jest érednica okreggu na nim opisanego. Oblicz cosinus

kata rozwartego trapezu, jesli stosunek sumy dlugosci jego ramion do sumy
dlugodci podstaw wynosi 1 : 2.

Zestawy powtdrzeniowe
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46.

47.

48.

49.

50.

Dluzsza podstawa trapezu réwnoramiennego ma dlugosé 4+/2, a proste
zawierajace ramiona trapezu przecinaja sie pod katem prostym. Oblicz
promieri okregu opisanego na tym trapezie, wiedzac, ze jest on réwny
dlugosci krétszej podstawy.

W trojkacie réwnoramiennym ABC kat C miedzy ramionami tréjkata ma
miare 36°. Dwusieczna kata A przecina bok BC w punkcie D. Uzasadnij,

ze tréjk%ty ABC' i ABD sa podobne oraz wykaz, ze cos 72° = —-\/Efi

a) Wykaz, ze dlugos¢ przekatne]j pigciokata fo-
remnego o boku 2 jest réwna 1+ V5.

b) Wyznacz promien r okregu wpisanego w pie-
ciokat foremny ¢ boku a i promiefi R okregu
na nim opisanego.

Obwéd tréjkata jest réwny 2, a miary jego katow
wynosza c, B ivy. Wyznacz dlugosé boku lezacego
naprzeciwko kata « oraz pole trojkata.

Wykaz, ze pole tréjkata o katach «, B, ™ — o — ff wyraza si¢ wzorem
to -3

gdzie r oznacza promien okregu wpisanego w ten tréjlkat.

6. Planimetria

Odpowiedzi do zadan

1.1. Stopien i wspélczynniki

wielomianu
1. a) w(n) = —a® —a? + 2% 427 -1,
st(w) =5
b) w(x) = 7a® — 32° — 322 4+ 20 — 2,
st(w) =6
c) w(z) = 2a% + 1a% — 2% — 2”4+ 7,
st(w) =8
d) w(z) = (1 — \/5) 2° + 228 — a,
st(w) =9
2. a)st(w) =3,a =0, a5 = -3
b) st(w) =4, ap =3 -1, ay = 0,8
3. a) w(w) = 32" + 62° + 6

b) wx) = 8" + da”’ — 42? — 82 — 12

4. a) w(—=1) = -5, w0)=1,w(l)=5
b)Yy w(—-1) = 11, w(0) = =3, w(1) = —13
c) w(—1)= -3, w(0) = -7, w(l) = -3
d) w(—1) = ~0,125, w(0) = 1,25,
w(l) = 2,875
5.a) 4 b)C
6. a)a=4%, b= -84 c= 46
b)a=—4,0=-3%c=+/6-3
7.a)a=1 bya=-2 ¢)a=-1
8.a)a=-90b=5
b)a=12%b=-3
c) a,:—%, b=:—j—
9. A
10. D
i1. C
12. a) st(w) =3 dlaa # —-1lia#1,

st{w) =1 dla a =1, st(w) =0 dla

= —1

B) stlw) =4 dla a = —3ia0,

st(w) =2 dla a = =3, st{w) = 0 da

a =10

¢) st(w) =0 dlaa0iaz4 st(w)=3

dla a =4, st(w) =0 dla a =0

13.

14.

15.

d)st(w)=56dlaa## —-2ia#1,
st(w) =4 dla o = —2, st{w) = 2 dla
a=1

a) w(z) = 1227 + 102% + 8z + 6

b) w(z) = 272% + 212% + 152 + 9 lub
w(z) = 3323 + 2727 4 21 + 15

a) w(l) =ao+ai+ ...+ an,
w(=1)=ap—a1+ ...+ {(=1D"ay
b) -3

a)6 b) —1

1.2. Dodawanie i odejmowanie

i

wielomianéw

ca) f(@) 4 gla) = d2® — 4,

Fla) — g(z) = 4a® 4 22® — 22% + 8

b) f(z) + g(z) = 62° — 623 + 622 + T,
Fx) — g(z) = —22°% — 22° + 8a® + 2
) f(x) +g(x) = 32° + 5a* + 1,

J@) —g(z) =2 —a' — 1a% +4

. a) u(z) = 32° — 8a* — 252% 4 32 + 24,

w(x) = —0,52° — 3 — 4,52° — 0,52 + 10,
b) u(z) = 22° — da — 62?4 24z — 12,
w(z) = 10,52° — 82% + 2 + 92 — 3,5

. a) w(r) =32 — 3z — 1, st(w) = 3

b) w(z) = —8,52% + 8, st(w) = 2

. a) h{z) = 62° — 32" — 6% + 42® + 6

b) h(z) = 102® + 152" 4+ 142 4 122% + 10
c) h(x) = —8a° 4 %nt'l + bt — 62 — 8
d) h(z) = ba* + 6a

. 4,2
b g

ca)st(utw) =4 dlaceR

b) st{u-+w) =3 dla a = —1,
st{u+w) =2dlaa= -1

c) stlu-t+w)=0dlaas—-1ia#l,
st(u+w) =4 dlaa=1 st{u+w)=0
dla a = —1
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6. a)st(u—w)=4dlaa#0ibeR,
st(fu—w)=3dlaa=01ib+#0,
stfflu—w)=2dlaa=0ib=0
b)stilu—w)=5dlaa*~1ibeR,
st(u—w)=4dlaa=~11b=# %,
st(u—w)=1dlaa=~1ib=1%
c) st{u—w) =4 dla a # —b, i
st(u —w) =r3dlaa=~bia#0,
stfu—w)=2dlaa=0ib=0

. C
. B
. D

10. a) P
b)a=12,b=

11. a=2%,b=-3%,c=2

12. a=0,b=2

13. a= -2

14. a = -3

1.3. Mnozenie wielomianéw

1.

a) w(z) = 62° + 3z* — 152° + 2127,
st(w) =5, as =6

b) w(z) = 3z* — 52°% — 122% — 2z + 6,
st(w) =4, as = 3

c) w(z) = —z° + 102% ~ 12, st(w) = 6,
ag = —1

d) w(z) = 3% — 2 — 62% + 527 — 6,
st(w) =5, as =

e) w(z) = 4% + 42° — 2® + 1, st(w) = 6,
ag = 4

) w(z) = 8v/2a% — 82° + Vot — /2,
st(w) = 6, ag = 82

. a) w(z) = —2® + 4ot — 623 + 102% +

—11z + 3, st(w) =5

b) w(z) = 2® — 62% — 2% + 22+ 9,
st(w) =6

c) w(z) = a* + 2 — 2z — 2, st(w) =3

. a) flz) = a® — 4z — 52° + 22° — 10z,

g(x) = —z* +122° — 2822 + 4
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b) f(z) = —10z7 + 5a°® +22° — 11a? 4+
—62°% + B2° — 6,

g(z) = —4a® +4a® — 112" — 8% + 622~ 10
) f(z) = —82° + 102" — 102° + 922 4
-3z + 2,

g(z) = — 4% + 82° — 82* +8z% + 327 43

4. a) st(w) =3, ao = 10, ag = 1,
b) st(w) =4, ap = 3, as = -2,
c) st(w) =6, ap = =3, ag = =5,
d) st(w) =3, ap = —10, ag = —1,
e) st(w) =5, ao = -3, a5 = —4,
f) st(w) =6, ap =0, as = =2,
5. a) st(w) =8 b) st(w) =6 c) st(w) <4
6. D
7. A
8 a)a#—1 b)a=2 c)a=1
9. 4a=0
10. a)a=—4,a=0 bla=-1,a=1%
1. a)ym=1Ln=4
b)m=5n= -4
c)m=2,n=1
12. a)a=-1.0=2,¢=0
b) wiz) = 28 — 4zt 4+ 4% — 1
13.

1.4. Rozklad wielomianu

1.

[

na czynniki (1)
a) w(z) = a(3x — 1)(3z + 1)
b) w(z) = 222 (52 — 2)(5x + 2)
C) 'UJ(-'L') = “33}3(31: — 2)(33} + 2)

. a) wlx) = 2%z~ 5)?

b) w(z) = «*(3z + 1)°

¢) wx) = 2% (x — 1)(x + 3)
d) w(x) = 2*(x — 4)(z + 0,5)
e) wix) = 1('5 - ﬁ)

£f) w(z) = ;7;'3(76 — 14 ﬁ) (z —1— .V/E)
g) wlz) = (2* + v+ 4 (z + T)(x — 1)
h) w(z) = 3z — 1)*(x + 1)(z + 2)

i) w(z) = 0,0dz®(3z — 2)(3a +2) -
(T2t w+1)

=N

10.

11.

D w@)=(@+2)(z-1)" -z +4)
k) w(z) = —42%(z + 1)(2z — 1)?
1) w(z) = 4(2® +5) (2m - \/5) (Qm + \/g)

. a) w(z) = (3"0 —1)(z+1)*2

b) w(z) = (22— 5)(32% —x +9)
¢) w(z) = z{dx — 1)(z — 2)
d) w(z) = (3-22)(22 — 1)(2x + 1)

.a) 2® 627+ 122+ 8

b) 2° + 9% + 272 4+ 27

c)a® — 322+ 3z -1

d) 82° 4 1222 + 62 + 1

e) 2+/22° + 62% + 3422 + 1
£) --272% + 272% — 9z 4 1

.a)a’+8

b) 2? + 27
c)1—2a®
d) 8« -1
e) a® 41
f) 27 — 2b

ca) (z - D)1+ a+ 2+ 2® + a2t +2°%)
(

b) (2z — 1)(1 + 2a + 4a° + 82° + 162")
) (E-0(+5+)

(¢]

.a)ab—1

b) 1252°% — 1
c) V3 — 27+/3a1?
d) 2® — 22t 4+ 1

. D

. D

C

a) w(z) = 2%z — 1)?(x + 1)%(z® + 1)
b) w(z) = 2z — )2z + 1)(Bx + 1) -
(da? = 2w+ 1) (4a® + 22+ 1) (922 — 3z +1)

La=—1,0=3, w(x) = a2+ 5)(x —2)

ca)a=1,b=1

b) f(z) = a? (:r, - \/i) (1 * \/§>7
g(z) = :1;2(:c —1)(2 +2)

1.5. Rozklad wielomianu

na czynniki (2)

1. a) w(z) = (V5z — 1) (vBx + 1) (522 + 1)

b) w(z) = (5z + V5) (52% — v/Bx + 1)

o) wiz) = (2 —z+ V(@ +z+ 1)z —1)-
(w4 1)

d) w(z) = (\/Em - 1) (\/3‘95 -+ l) .

. (3:1:2 + 3z + 1) (3:1‘.2 — 3z + 1)

. a) w(z) =22 (2? +1)2

b) w(z) = 2z(z + 1)(z — 1)(z® + 3)
c) w(z) = $2°(vbz + 1)2(\/3m - 1)2
d) w(z) = z*(z + 0,5)(z — 0,5)(z* + 4)

. a) wix) = 2? (\/’53: + 1) (5((;2 — bz + 1)

b) w(z) = z*(z — 0,5)(2® + 0,5z + 0,25)
) wz)=(z+2)(z~ (> +z+1)-
(2? =2+ 4)

d) w(z) = (21 + \/5) (.1: —+/2) -

< (2® + v2z +2) (222 -\/§m+1)

. a) wm) = (z+1)(z - 1)?

b) w(z) = (@ + 1)(z + 1)%(z — 1)

c) w(z) = (z+ 1)(z - 1)(2z — 5)

d) w(z) = (2® + 1)(da - 3)

e) w(z) = (322 + 2)(2z — 3)

f) w(z) = (32 + 1)(3z — 1)

g) w(z) = (2* +2)(9:— ﬁ)(mﬁ-ﬂ) .
- (2 + 3)(2a — 3)

h) w(z) = (2¢° — 2z +1) (V22 + 1) -
- (22 — 5)

ca) wiz) = (20— (e — 1)z —2)

b) w(z) = (z+ 1)(z — 2)(2z — 1)

c) w(z) = (3z + 1)(92% — bz + 1)

d) wiz) = (@ +2)(50 — 4)(z — 5)

e) w(z) = (r+ 1Bz —1)(z— )(z-23)
f) w(z) = (CL - \/5) (’c + \/5) .

() (e +2)

g) wlz) = (222 + 1)(z + 1)(2z — 1)

h) w(x) = 2(52% — 32 4 10) (m + \4@) -
(w=-v3)

6. a) w(x) = 4(x —1)(2z — 3), w(F) = 40

b) w(z) = (5 — z)(2z + 1), w(6) = —13
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c) wiz) = 4(x + 3) (\/2—:13 —1) (\/ﬁ’( + 1),
w( —) =6-+3
d) w(z) = (v — 7)2(’:, + D)z + 3),

(\/ 2 — l) =10/2-2
e) w(z) = 3z (3:1 —2)(3z +1)°
14)(*/;+1) =83+ 14

7. D

Q

8. B -
9. C

10. a) w(z) = (12 + /3 +3) (\/5;1; + 1) .
(/B2 = 1) (2~ V5)

b) w(x) = (x — 1)(z + DN:-z+1)
e) w(x) = (v 2)(x + 1)°(z = 1)
d) w(z) = (x+ (x — 1)? (q: + \/9) -
(o= v2)
e) w(z) = 22%(z + 3) (2 + V2) (2~ V2)
f) w(z) = a(x + 1) e — 1) (® -z 4+ 1)
(a2 ta+1)

13. a) w(x) = (:1:2 — 2z + 2) (:1:2
b) w(z) = (2° — 3x+ 3)(z? + 3+ 3)
c) w(z) = ;11(2:2:2 — 3z + 1) .
. (2.7:2 + \/§:1: -+ ])

1.6. Réwnania wielomianowe

l.ayz=0,2=2
b)r=-3, =0 2=
ar=-la=01z=
dar=-2,2=0,1=

—+/2, a=24++2

[T WCTEH

e)xz=0,0=2

f) x =0, e=+B—2 2=+5+2

2. a) 2= V3, v=00=+3
b)z=-3 a=0
¢)x=—V6, =0, x =406

3. a) x=—v3 a=01=+3
b) pe= T, a=0 1= NG

4. wielomian w: v = —2,x = 2, {1,
wiclomian v: @ = =2, = 0,2 = 4, 1,

wielomian w: @ =

5.a)x=>5
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+Ber)

cr=-3,v=-1, = —%—3, 2= \T?v

=1

d) x= -1, fa=3,2=1
7. a (-1 VT ) (o 0), (— -1 0

b)( 2,4), (* 4), (2,4)

. C

. B
10. D
1. C

15.
16.

17.

1.7. Dzielenie wielomianéw

1.

b) z = —v2 1=é,l:\/§
c)w=12=2
1

f)n,z—\/g,az—A%,sz/g
g):r—————vss,:v:—%,m:‘f
h)ar=-21=2

a)x=2

r=—V2 x=11= \/§

m=3n=-2,v=—%

a) (—\/:. -4) \\/— -—4)

b) (=1,-8).{ 1,0).(3,0)

) (=v5,VE—=5). (—1.0).
(V5. ~5 — B)

a)a=2

b)ya=-1l,a= ——{Tg-,a = —‘Qa =1

a), c), d) niepodzielny
b), e) podzielny

—2)(x —5) —
22— 2)(w + 7)

@) = (5x® — 5a 2+o%—-1)((+t) -+ 4
e) w(x) = (4a” + 6) (:,7——)

3. a) w(x) = (2% = —1)(20 — 1) 4.
b) wlx) = (da” — 37 20— 1) (di+3)+3 5,
¢) wix) = (¢ + 22+ 1)(3x — 2)
d) wla) = (22" — 422 4+ 6) (L + 1) -1

4. a) w(x) = (227 + 30 = 2)(w = 1) = 1,
w(l) = 1 6.

b) w(x) = (—5a*
w(~2) =0

c) wix) = (da? 4 da + 1) (2 — 0.5) — 4,5,
w(0,5) = —4.5

+ Gz — 2) (o 4 2).

+3)(w —4)+12 3.

bya=1,b=5
c)a=4,0=2
a)a=—4,0=0
b)a=2b=-1
c)a=2,b=1
a==2
aya=1,b=3
bya=—-1,b=4
cya=4,b=-3
da=10=-2
a)a=—4,0=2
b)a=-4,0=3
c)a=-3,b=3
dya=-1,0=0

La)a=0b=—4,¢c=2

5. a)a=—8 bya=0,b=~2c=—1
6. B ca=10=-3,c=5
7. C 8. D
9.
8. C B
o (. a1 . 10. a)a=0,b=1
9. z) wiz) = (v -—)»)(:;, + 3+0.L +5 o b)a=2b=1
A N _
) wlz) = (-2~ + (; +2)(x r.I +1) o) a=—d,b=73
©) wiw) = (2 Tl) v —H')‘ﬂ o Na=-2b=1lba=~-1,b=2
d) w() = (207 — 1)(32° + 1) + 5w = 2 Voo 02 5 )
o) w(w) = (227 — 2w+ 3)()) b —2) 4 1l.a)a=22, b=—-2luba=40=2
8246 b)a=-1,b=-1luba=20=5
- \ 12. =4Z—‘—~’l =T
10. a) r(z) = 2, st(r) =0 ’ 2) e 3, 0= (_ 0
b) r{x) = —3x + 5. st{r) =1 ya=3,b=2c¢
C . c)cz»—.3~l)-~.,c=1
c) r(x) = 0, stopien nie jest okredlony
d) r(z) = da® + dw — 3. st(r) =2 13. a)a=0b=-2 ¢c=2luha=20b=0,
c=2
= -9 b= —06
1. a)a=-2b ;) Byr=0r=2-+2 2=2++2
b)a=10,0=3
€)a=06,0=25 1.9. Twierdzenie Bézouta
12 2) m = =20, n= -5 1. a), b), d). e) podzielny

bym=28n=4
eym=-3,n=0

2
1.8. Rownoéé wielomiandw 3.
1. f=k
2.a)a=1b=—

.a)3 b) -2 c) —13

¢) niepodziclny

2 d) 4% e) 3

a) v =-3,v=2,
w(x) = (v -+ 3) (v + 1)(z —2)
b) x =1, w) = (v— 1) (2 —17)

¢) & =3, wx) = (x—2)(w - 3(a? + 1)
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d)z =2, 2=+2, =2,

w(z) = (z +5) (:L'—}-\/i) (:v~\/§) (z—2)
e)z=-1,z=1,

w(z) = (z+1)°(2z + 1)(z - 1)

4. a)y m= -1
b)ym=-3m=1
c) m=—8,m=—1
d)m=-i,m=0m=1
3
5. a), ¢) podzielny b), d) niepodzielny
6. D
7. A
8. C
9. B
10. a) z-+5 b) 3z +8% c) 62 +4dv —38
11. a) 2z + 11
b) —x+3
c)2z—6
d —%a;2 +a+ 2
12. a)a=4,b=—1%
b)a=2b=—13

13.

14.

c)a=14,0=38

a=-3,0b=—5c=4,

w(z) = (z+2)(z+1)(z—1)(z—-2)(z—3),

pierwiastki: —2,—1,1,2,3
a) p = —6, ¢ = 24, pierwiastki: --2,2,6
Iub p = 6, ¢ = —24, pierwiastki: —6, —2, 2
b) p = 14, ¢ = 8, pierwiastki: —4,—2, -1
-a)p=5¢g=-6
b)p=5,¢g=—16,r=—20
N 51 VB
- B(*52,0), ¢(5£2,0), D(52,0),
E(.\/g;:s , O)

1.10. Pierwiastki catkowite
i pierwiastki wymierne
wielomianu
LLa)er=-2,2=1z=2 b)a=1
2. a)zr=
b)z=-2—-2,z=—-1,x=1+/2-2
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a) =1, w) = (v —D*x

cr=1lx=2z=3
d)x=-3z=1%
e)z=-5
f)a;=—3,a,=——1%:7:=1
glr=-lz=%2=2
h) z = 2,a;~fé—,%:5

o

‘1)
b)z=-2,z=1,
w(z) = (z—1)(x+ 2)(2:u2 — bz 4 4)

c)r=-5x=3,
w(z) = (z = 3)(z+5)(2* +z+1)
d) x = :‘42‘5—:5 T = —‘/—5;,:17,= Lo =2,

wie) = (o 55 (v - B2

(z— 1) (x—2)
La)rs=-3,e=—l,z=1

b)er=—-1la=2

yau=—-L =2

dyz=-3,z=1

e)r=-2,a=-la=Lz=3

flz=-2x=1

5.a)r=—3r=2-+3,2=2+3
b)w=1
c)r=-3-2v2,a=-3+2/2,0=1
d)z=—1 -
e) :E:Q%ﬁ,xzﬂ,mri,m s Raydd
He=0z=2%

6. C

7. B

8. D

9. a)r=-2,ze=1la="7
b)ea=-2,e=1—-V3ao=1++3
c)m::—2,:v:—§,:b=—§-.,a::
d)xz%,wzlw:Z,m:Lf

10. a = —1

11. a) wlz) =2 + 62 + 11z b))z =2

12. a) w(z) =z + 152% + 71z + 105

13.

14.

b)z=2

Wskazéwka. Zauwaz, ze liczby d oraz
a+ b+ ¢+ d sa nieparzyste i rozwaz
wartosci wielomianu w dla x = 2k 4 1,
gdzie k e C.

a) P(t) = t* — 1,5t% — 1,5¢% + 3¢
b)t=1,t=2, P(1)=1, P(2)=4

1.11. Pierwiastki wielokrotne
1. a) tak b) nie, trzykrotnym
2. a) nie b) tak, z =1
3. a) z = 0 - jednokrotny,
= 1— dwukrotny
b)rx=0,2=2-

¢) = -3, =1 - jednokrotne,

dwukrotne

v = 0 ~ trzykrotny
d) z= V3, z = —/3 ~ dwukrotne
e)zr = —«l’;—, T = -@ - jednokrotne,
z = 0 - dwukrotny
HDer=—-2o=-lLo=0z=12=2
— jednokvotne

4. a) w(x) = (z - 1)*(3z — 1),
r=1z= % - dwukrotne
b) w(z) = 2*(x + 1)*(2® —z + 1),
= —1,2 =0 - dwukrotne

c) w(z) = 32°(2z + 1)*(2x — 1)(4a? + 1),

@ = —% — dwukrotny

d) wiz) = —z(z +5)(z + 1)(z - 5)?,
z = 5 — dwukrotny

e) w(z) = 2®(z — 1)*(z + 1)%(z -+ 3),
z = —1 - dwukrotny

) w(z) = (x4 1)*(3z — 2)(z — 2)2,
=0,z = 2 - dwukrotne

6. a)z=—4
b)l'z_[:’zﬂ,m__:_\/%g
c) w=— 2,;E=é];1;:\/§

7. D

8. C

9. B

10. a) 2 = —2 — dwukrotny,
T = 1 — jednokrotny
b) z = 1 - jednokrotny,
x = 3 ~ dwukrotny
c) :);:—2,3::—1/:,—5,:1;:?-—
jednokrotne, » = 2 — dwukrotny
d) z = ~1, = 1 - trzykrotne
e) z = —2, 2 = 0 - jednokrotne,

x =1~ trzykrotny

11.

12.

13.

14.

17.

f) Q?=—~1~“'\/§,$=~2,.’E='\/§——1,
z = 2 — jednokrotne

a)a=6 b)a=0,a=1 ¢c)a=2
d)a=-2

a)a=3,0=9
b)a=2b=-8
c)a=-2,b=0

a)p="7,q=-3,z; =3, 25 =1
b)p:~2,q:——4,:1:1=-2,1:2=2

a) tak b) nie c) nie
a)a:—-i—,b-—-%,c-—-g

b)z= 1"2‘/5,35: 1++/2
dlak=-162=-2,dlak=16:2 =2

1.12. Wykres wielomianu

1.

a) az > 0, brak pierwiastkéw o krotnodei
parzystej

b)as<0,z=1

c)as >0,z=-3

ca)w(z) =z +2)%*(z-1)

I

T+ 2)% (2 — 1)

z)
b) w(z) =1
) i(m+l)2(a;—2)

c) w(x

Ii

- a) w(z) = La*(z 4+ 2)(x - 3)
z)

b) w(

Il

Liz(z+3)*(x —2)
1

c) w(z) = Lz +1)%(z - 3)2
4. a) v = -2,z = 0,7 = 3 - jeduokrotne
Y
"\
-2 O\ 1 3 X
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b) z = —2 — dwukrotny,
x = 1 — jednokrotny

Y
w
-2 0 X
¢) x = -3,z =1,z = 3 - jednokrotne

d) x = —2 - jednokrotuy,
x = 2 ~ dwukrotny

Y

_'Zl e} 2 X
e) = —2,rv = —1 - jednokrotne,

r = 1 - dwukrotny

A
i

—2\/1/]1%1 X
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f) v = —1,z = 3 — jednokrotne,
x = 0 - dwukrotny

Y

15 3 X
e

g) x = —5,2 = 1 - dwukrotne
Y

-5 ol 1 X

h) v = —4,2 = 3 - jednokrotne,
2 = 0 — dwukrotny

Y

W,

RNA

{4 0 3\,\_’

5. a) w(z) < 0 dla x € (—ow0; —b)
™~ Y

.
ot
Q
8]
ot

b) w(z) < 0 dla x € (—o0; —3)
/N

AN
_/3 0 3 X

¢) w(z) < 0 dlaz e (—o0;—~2) U (2;0)

Y/\

d) w(z) <0dlaze (-10)
| v .

6. a) w(z) = F{z+ 1){xw—2)(z — 3)
b) w(z) = —2{(z+1)(z — 1)?
¢) w(z) = —(z+2)(z+ 1)z —2)
7. C
8. C
9. B

10. a) w(z) = 0 dla
z € (—00; ~2p U {—1} U{2; ™)
/

Y
w
o )
#zv/i 2 X

| /

b) w(z) = 0 dla z € (~3;0)

/\Y

13 0 1 X
¢) w(z) = 0dlaze{-11)u{2}
Y

A

fio] 1 |2 X

d) w(z) = 0 dla (—0;4)

—10[ zi\ X

11. a) w(z) = —22%(z + 2)(z + L)(z — 1)
b) w(w) = 2(x + 1)*(x — 1)*(z — 2)
¢) w(z) = —2z(z+2)(z+1)(z—1)(z—2)
12. a) w(z) = (z+5)(z +3)(z — 1){z — 3)?
b) w(z) > 0 dla
ze (=5 -3)u(1;3)u(3m)
Y

\’lU

\

5 - o A 3x
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13. a)
b) f(z) =
zielony, g(z) =
wykres niebieski

w(z) = z(z+ 3)(z+ 1)
~z(z + 3)(z + 1) — wykves
—z(z —3)(z 1) -

14. a)
\}] IY w
\“ o,
-2 —1\j\/1 2 X
!
b)
Y
w Y
b X

/\i
|

15. a) w(z) = 2z(z — 2)*

b) f(z) =

g(z) = 2|z (Jz] — 2)? - wylves niebieski

2|z|(x - 2)2 — wykres zielony,

1.13. Nieréwnosci wielomianowe

1. a) ze{~1;1)u{2;0)
b) z € (-2;0y u {3}

c)ze(—wo;1)ul

(4; 0)

2. a)ze (—1;2)u
b) z € {-3;5)

2; o0)

c) z€{—4} u{-3:2)
U (3;6) v (6;00)

d) z e (—o0;—%)

3.a)uwe (—w;0)u
b) @ € (—w; —3)

c) e (-«oo; —\/5) U

d)xe R\{-\/g,

(0;5)
v {0}

3}
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v (3;0)

(0:v2)

.a)ze(—0;—1)u(50) b)zeR

c)ze (—1;1) u (1:0)

d) z e (—3;—2) u (3;0)

e) z € (—2;2) u(2;,0)

flze (-—-1; 3—:2‘/—§> U <1; 3+2¢g>

. a)ze (01) b) xeR\{0}

c)xe (~c73;~\/§) V] (—— . ,%)
o (VEieo)
d) z € (—0; —3) u (1;2)

.a) Arn B={(=3;0) v (0;3),

A\B = (—o0; —3)
b) An B = (—w;—2),
A\B = {2} u (0;2)

7.a) D=R
b) D= {—o0j—3) v (5ie0)
c) D= (- oo-—l)u {0}
a) D =(-1-%) v (-4£;0) v 0

8. a)r=-3z=-1Lz=2 wz)<0da
ze (- -3 ul(-L2)
b)z=2,2=3,
w(z) <0 dla x € (—oc; 3)
c)r=-lz=2
w(z) <0 dlazel—1;2)
dyr=3% wE)<OdanecR

9. D

10. B

11. B

12. f(z) = —Haz +3)(2z - 1)°
a) x € (—w; — 3>u{ 1
b) ze{=3;—%>u1;00)

13. a=-8,b=2,c=12,
'L€<—1§5—_"¥é>U‘<5——!‘2-\/§;(D)

14. a€ (—\/i):;wl) V) (\/5;03)

15. a) z € (—4;—2) U (—2;1) U (2; )
b) x € (—w; —4) u (—4;-2) u (—2;0)
c) v e {—4,—2} u{l;o0)

16. a) we (—w;—V2) U (V2;0)

ca)w e (=23 =Hul—

b) = € (0;2)
2; /325005 1)

b) we (=2 1> U (0;2)

1.14. Wielomiany — zastosowania

1.

Pt)y=2(t—-2)5%1t>2
a)t=5 b)yt>4

. (31 0)7 (3a 6)7 (“]w 0)7 (_la 6)

3.a)V(z)=2*(z-2),2>2 b)z>4
4. a) 2x 2 x4 lub

® N e ow

T+vVEx1+/5x6—2/5

b) S(z) = 32 dla kazdego = € (0;4)
A

B

. 110—’§Tr cm? ~ 346 cm?
ca) Vi) =44 —2)?(z+ 1), z € (0;4)

Va(z) = 4x(4 — 2)(5 — z), x € (0;4)
b) x e (2;4)

Zestawy powtérzeniowe

1.

a) w(w) = (a— Da® —a®2? +a,a %1
b) w(z) =

a=1

. a) w(z) =2° (1 - \/5) (.T + \/5),

x=—/5,x=0,x2=15

b) w(z) = 0,01z (n: - \/—l_(_)> (:n + \/E) .
(;5‘2-!—10) z=—10, 2 =0, v = /10

c)uw(z)=z(x -3 2=02=3

d) w(z) = z*(x + 5)(x — 1), & = —5,

=10,z =

e) w(z) = z(z + 6)(x -+ 5)(z — 1),
r=—6,z=-5,z=0,z=1

£) wiz) = —82% (22 — 1) (2 + 1), & = —1
r=0,z= %

g) wx) =z(2*+2)% =0

h) w(z) = =* (\/51 — 1) (\/31, + 1)

*g_ r=0,z= \/‘_

= e

. a)w(w):ﬂ;(x/—ax—l)-

ula

(‘7’132-{-\/_1—4-1) x=0,z=
b) w(x) = (31—!—9)(9L —()l+-1)

2.
e =

C

=
c) u)( ) = a?(2w — 1)(da® + 20 + 1) -
(‘): + D)(da® — 22 4 1), v=—% a=0,

(a—2a%)a* —az® + 2aa® +x+1,

99

d) w(z) = tx(z ~2)(z +2) (@2 + 2z +4) -
- (a? -2.7c+4),a:——~2,.7,—0,x—2
.a)a:z—%,a:z(),:c::—%
b)z=—4/3,2=0,z=1+3
c)z=0,z=2

d)z=-1,z=0,z=86
e)z=0,z=4—+10, z=4++10
flz=0,z=12=4

La)e=—1l,x=— \f’,’c—O m-%,
z=1,w)=clz—1)(z+1) (\/im——l)‘

- (VBz + 1)
b)z=-3,2=0,z =3,
w(z) = 2% (x — 3)(z + 3)(z® + 1)

.a)e=-3,z=-1,z=3
b)z=—v2z=1%z=1+2
c)z=1,z=2
d):vz——2,:n=——%
e)z:—%,m:%,mzﬁ

7. ae {-2,2, 3}

10.

12.
13.

14.

15.

. a) w(zx)

=(x-T)(2*+2),x=7

b) w (4 - \/6) = —24

.a)a=4,6=3

b)e=—3z=11=+3
c)rx=-l,z=0,z=2

a) w(z) = (v — 2)%*(z — 1)(a? + 1), tak
b) w(z) = (z + 1)*(a® — 2 + 1), nie

.ayae(—1;1) b)ze(—41)u(l;0)

c) z € (—w; —2) u {2}

d) z e (—oo;—4) U {(—2;0) U (Z;4)

e) z € (—0w;—9) U (—3;0) U (0;3) U (9; )
f) 2 € {0} u {1;0)

a)z+1 b)z—+2 z+V3
a)’c~"1 f \/_ 1
b)mm—l—\/‘Sz-—\/’j—l
c)a=2 d)a=-1

a)er=1 b)a=-1l,a=2 c)a=2
d)r=—-V3, =3, 2=5
a)e=-9,0=0

b) =€ (=v/3; 1) U (V/3;0)
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17.

18.
19.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.
31.

33.

35.

. a) pe) = 2%,

r(z) =1

b) p(z) = 22% —z +4, r(z) = -9

¢) p(z) = 22° — 227, r(z) =5

a) w(z) = (x —3)(x”> +2z+3) +5

b) w(z) = (z - 3)(x* +32% + 8z +27) +80

a) 12 b)7 c¢) -2
a=-1,b=-12
-l
a) ke {-9,-2,0,1}
b) ke {—4},—4,-21,0}

a)m:2—\/7,a::2,a::2+\/7
b)z=-3,z=1

)z=-lz=1%
d)9:—~—————-““’_‘/‘F‘i,a;:‘/‘F’Q‘3 z =0, 'z-—-%
e)x---—%,xm2~—\/§m~—2+\/§
fla=-1,z=1
a) z e (—oo;—1) U (0;1)
b) z € (—1;0)
c)zel—L5yu(3;m)
d) ze(—V31)u{v/3,2)
e)me(—w,~1>u{;§~}u<1;oo)
f)rce(—-co;—2—\/§)u(\/§—2;1)
m:—%,m=1
a~4,a—9
a) w(z) = 2° — 2® — do + 4, A(1,0),
B(2,0)
b)xe<——23‘/—> (3—!—\/— )
a=-3,b=—2luba=—-2,b=—31lub
a=2,b=3luba=3,0=2
a)a=—4 b)a=-12
a)ae{—-2,1}
b) ae {-1,2-+/3,2++/3}
—2—T T2
3 73
ayp=-1,¢g=—-1,z1=1,22=—1
b) z1 =172 =2,23 =3 lub
1 = —1, 02 = —2,23 = =3
a)r(z) =2 b)r(z)=5 c)r(z)=z+5

a=-3,b=1l,c=—6

m=-3,n=0hbm=-3,n=3
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37. a::—l,z:—%.,:c=%,m:3 8. a)do fo b) fi ¢)do fs
- N d) dla fi: 5 oraz % dla fo: 2,5 oraz -5
39. a) 2 = -6,z = -2 dia fy: 1.25 ovaz i 129
b)x=-2,z=~1,z= 9. C e 24
40. ze (-1 -+3-1) v (V3-1;2) 10, A
41. a) ze (=100 U (3;») 11. C
b) v e (=3:—1) v (1;3) 12. a) m= -5, a=40 b)ym= % g = :
42. a)v =1, y=~-1llubz=1y=1 18. a) P(6 G) b) P(12,3) c¢) P(4,9)
byz=4,y=-1lbz=4y=1 14. (”)““ Xl
45. Wskazéwka. Zapisz wielomian w ={1,2,3,4,6,8,12,16,24,48},
w postaci w(z) = (z° + 1)(2® + 3z + 3). B =1{1,2,3}
9 -
ze{-2,-1,0 2.2. Wykres funkeji f(z) = £
46. Wskazdédwka. Zauwaz, ze lewa strona 4 . .
réwnania w(2) + w(—2) = 3 jest liczby 1. a) f(e) =, maleje w (=00;0) 1 (0500),
parzysts, a prawa — nieparzysts. f(0,4) =10 s - .
) o b) f(z) = —2, roénie w (—c0;0) i (0;0),
47. Wskazdéwka. Rozldéz wielomian w na F(0,4) = _~20
ki i zbadaj podzielnosé przez 5 .
czyn'nl <i i zbad ’L_].p\j).ile noéé p.ue—z 5 ¢) f(x) = . maleje w (—00;0) i (0; 00),
kolejno dla argumentéw postaci: 5k, £(0,4) = 5
5k 4+ 1, 5k + 2, 5k 4 3, bk + 4. 4
Sk + 1, 5k + 2, 5k + 3, 5k + d) flz) = —2, roénic w (—00;0) i (0;0),
2.1. Proporcjonalnesé odwrotna f(0.4) = =5
2. a) f D) = < 12; —4y U (2;6)
+ o 270 .
1- L — ‘T Y - ;U.A, : S
a)ydlav=30km/h:t=0Lh, ;
dla v = 60 km/h: ¢ = 4,5 h, .
dla v =90 km/h: t =3 h 1 i i
b) t =6 h dla v = 45 km/h, !
01 X

w W

5. a) tak, 36 b) tak, 6 ¢) nie d) tak, 1

@) =2

. a) 12 litrtéw  b) 4 atmoslery
. a) nie b) tak c) tak d) nie
4. a) nie b) tak, P ¢) nie d) nie

. a) nie b)tak,y=2dax>0

t=23,75h dla v="72Lkm/h

e) tak, V

a) D = {155, 55> 350 15> 57 5> 1, % 5
b) f(0,1) — liczba 10-groszéwek,

f (—};) - liczba 20-groszéwek

c) f(1) =50, f(2) =25

d) wartod¢ najmniejsza: 10, wartos¢

najwigksza: 5000

Ldlax>0

@

c) tak, y =

.a)a=12 b)a=3% c)a=-16
d) a=20
.a)a=14 b)a=-10 c)a=—3

5. Wskazéwka. Jedli A(za,ya), to

6. a) éwiartki: Ii III, g(z) =

P = |zal - lyal = [zayal = |a|

31, maleje
w (—o0;0) 1 (0; )

b) éwiartki: 11 III, g(x) = 5,
w (—o0;0) 1 (0;90)

¢) ¢wiartki: ITi IV, g(z) =
w (—o0;0) i (0;00)

maleje

([
— 55, rodnie

. D

8. A

10.
11.

D
B

a) f(D) = {—6;06), nie ma takich
argumentéw x, dla ktérych f(x) > 6

.Y
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b) f(D) = (—o0; =3) U {0} U (3; ),

f(z) > 6 dla z e (—w;—4) u (—1;0)
: Ayt

12. a)y=0,z=0,y=2,y =~z
b) (—v5,—B), (—5,v5),
(\/5,*\ 5), (\/5, V5)

13. 4

14. Wskazdéwka. Wystarczy pokazaé, ze

a

réwnanie ¢ = % jest sprzeczne, gdy a # b.

15. a) a = =12, b= -3,
wartosé najmniejsza: 3,
wartosé najwigksza: 12,
flx) < =3 dla x € (0;4)
b)a=-8,b= -2,
wartosé najmniejsza: 2,
wartosé najwigksza: 8,
flz) < —2 dla x € (0;4)
c)a=16,0=2,
wartoéé najmniejsza: —16,
wartoéé najwieksza: —4,
flz) <2 dlaxze(—w;0) U (8;0w)

16. f(m) = = (-;0) U (0;9),

'nl?

F(D) = (=030) v (3i0)

17. 2% + 9> =18
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2.3. Przesuniecie wykresu funkcji

a

f(z) = 2 o wektor

- a) g(z) = 2 -3, D=R\{0},

g(D) = R\{ 3}

b) g(z) = -1 +1, D = R\{0},
9(D) = R\{l‘

C) g’\'l) 1_;_}1 :R\\{fl}:
9(D) = R\{O}

d) J(‘l’.) = —m,Qa D = R\{Q},
g(D) = R\{0}

. a) gle) = 131 — 2, maleje w (—20; 1)

i(1;0)
b) g(z) =2 — 22;, rosnie w (~o0; —4)
i (—4;00)

. a.)yzﬂ—:f%_;—}—B b)y'—“—ﬁf’:—lg

5 c 4 -
Dy=gmrg—2 Ay=—g525 -5

La) =00 -2), y= 2 ~2, A~ nie,

B - tak

b) T =3,0], y = 5. A~ tak, B - tak

c) W =[-2,1, y= 52 + 1, A - nie,

Su-rd
B — nie

5. a)a=6,p=-2,¢=0,y=0a=-2
b)a=-3,p=0,¢g=2,y=2,2=0
c)a:%,p:lq:()y—o =2
d)ya=-2,p=—%,q=6,y=06,

—_ 2
5

6. a) ¥ =1[2,7 b)U=[-41]
c) ¥ =[-4,-6] d) 7 =1[1,3]

7. a)yzmil-{—S,:t::—l,x:S
b)y-—;g—mig,mz?),y:‘Z
c)y=%~4,w=75,y:—4
d)y:§£“_6~l,m—73,y—~l

8. B

9. B

10. B

11. D

12. a) y = =7 +2, (-1,2)

13.

ca)gle)=1-5 b)glx)=—2

b) T = [1,0], g(z) = 525 + 5,
D =R\{i}, (D) = R\{5}

a)a=-2,b=4 b)a=2,b=0

c)a=9,b=-—1

¢) glv) =3— 25 d) g(@) = -

- a) D =R\{0}, g(D) = R\{0}

b) D =R\{0}, 9(D) = R\{q}
) D =R\{p}, g(D) = R\{0}
d) D =R\{0}, g(D) = R\{0}

2.4. Funkcja homograficzna

- (4,0, (=3,-1), (—=1,3), (0,2)
- @) J(@) =5, D =R\{6}, f(D) = {3}

b) f(x) =4—-22, D=R, f(D) =
c) f(x) = -3, D=R\{3},
F(D) ={-§}

ca)a=-7,p=-3,q=2 D =R\{-3},

g(D) = R\{2}, rosnie w (~o0; —3)
i(—3;00)

b) u=20,p=25,¢=3, D=R\{5},

9(D) = R\{3}, maleje w (—c0;5) i (5; )
c)a=2 p=-2¢g=-1,D= R\{-2},

9(D) = R\{~1},

maleje w (—o0; ~2) i (—2; )
da=3p=3 ¢=-2 D=R\(}},
9(D) = R\{-2},

maleje w (— %) ( ;00)
-a) D=R\{2}, (D) = \{1} flx) =0
dlaz = —4, f(z) >0 d
€ (—0; —4) U (2;00)

b) D~ R\{_0}, 7(D) = R\().
flz) =0dlax = 4, f(z) =0 dla
2 € (—w; —6) U (—4;0)

) D =R\{-4}, /(D) = R\{-3},
J@)=0dlax= -2, f(z) 20 dla
x € (—4d; —2)

d) D =R\{6}, /(D) =
dla z =2, f(z) > 0 dla
z e (—w;2) U (6; )

R\{4}, f(z) =0

9.

16.

18.

.a)z=1 b)z=

.m =0, f(z) =

a) f(z) = 225 —8, 5= 2, y= -3,
Séwiartki II, III, IV
b) f(@) = =% —
éwiartki I, III v
) f@) = Ay +2,0= 1, y=2,
Ewiartki I, II III
d) flz) = ‘ 5 -+ 2, 1—Z,y=2,
éwiartki I, II iV

1 — —_ 1
5 T=2,y=—3%

i

O,z =23
a)yw)=Z5+1 b) gla)= =% ~1
©) g(x) = ;% —4

=2, f(@) < 0 dla

z € (—00; —2) U (0; 00)

a) f(z)=0dlaz=0,a=2b=0,
p=3

b) f@)=0dlaz=—5a=1,b=5,
p= -2

c) f(#) =0dlas=3,a=-1,b=3,
p=-—1

. D

. C
. B

a=4,b0=2,p=-2

.a)k=0,D=R, f(D) =

b)yk=-% D= R\ {3}, f(D)_{ b
c) k=—6, D=R\{-1}, f(D) = {-3}
a) ke R\(=2}, f(z) = 2t 4 1, (2,1,
dla k > -2 funkcja f maleje w (—o0; 2)
i(2;00), dla k < —2 funkcja f roénie
w (—00;2) i (2;00)
b) ke R\{~3}, f(z) =
(—k,=2), dla k > —3 funkc:)a, J maleje
w (—oo; —k) i (—k;o0), dla k < —3
funkcja, f rognie w (—o0; —k) i (—k; o0)
o) ke R\{4}, f(o) = =2 4 & (3,4),
dla & > 4 funkcja f nlale‘]e w (—o0; 3)
i(3;00), dla k < 4 funkcja f rodnie
w (—00;3) i (3;¢0)
a) (=k,k) b) f(2) =
dla 2 e (—2;1)

-1, f(z)>0
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2.5. Przeksztalcenia wykresu
funkcji

1. a) g(z) = —32, D=R\{-1},
g(D) = (—o0; 0y  (1;00), symetria
wzgledem osi OY
b) g(z) = 1— 225, D =R\{1},

g(D) = (—00; 0) ) (1,00), najpierw
symetria wzglgdem osi 0OX, nastepunie
przesunigcie o wektor [0, 1]

o) glz) = |52 |, D =RM1},

g(D) = {0; ), symetria wrzgledem osi

OX tej czesci wykresu funkeji f, ktoéra

lezy pod osig OX, pozostala czgdé bez

zmian

d) 9(=) = i, D=R\{-L,1},

g(D) = (—0; 0y u (1;00), wykres jest

identyczny z wylkresem funkcji f dla
> 0 i jest symetrycziy wzglgdem osi

oYy

2. a) g(a:) - ]q, 1] —-2,9 J(D> = ( "‘:(I’)
roénie w (—00; 1), malo'e w (1 oo)

: b=
Sty st

—
|
|
I
]
1
1
]
1
i
i
1
!
|

. b) U('L) =4 - 1"51‘ g(D) = (”w 4)
nnle]e w ( —0; 0), 1091119 w (0 CO)
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c) g(x) =2 — gy 9(D) = (=% 2),
maleje w (—0; —3), roénie w (—3;w)

q) g(x) = sy — 4 9(D) = (~40),
105111@ W ( —00; —1), nmlc;e W ( l o,)

. a) a,:l’p:?‘,q:O, f(’l):ldla.

2 = 1 lub = = 3, bralk miejsc zerowych
b)a=-4,p=0,q¢=2 fle) =1dla
r=—4lupz=4, fa)=0dlaz=-2
lubax =2 ¢) a=2,p=-3,qg=—1,
f(z)=1dlaz=—4luba=-2,
flx)=0dlax=—5luba=—1

a) D =R\{-2,2},

g(D) —-( —o0; —2>u (O cn\
Yo

1 -
0

b) D=R, g(D) = (0;2)
IR T R &

e ftden

1
|
1
|
.
!
g
I
Ll
i
:
1
i
i
)
1

'

C) D= R\\{—Qa 2}’
9(D) = (=03 =2) L (0;0)

. a) g(z) = 2 dla jednego argumentu,

h(z) = —3 ma dwa rozwigzania

b) g(z) = 2 dla dwéch argumentéw,
h{x) = —3 ma jedno rozwigzanie

c) g{z) = 2 dla jednego argumentu,
h(z) = —3 ma dwa rozwigzania

d) g(z) = 2 dla dwdch argumentéw,

h(z) = —3 ma jedno rozwigzanie

. a) maleje w (--00; —2) i (2;00), roénie
w{(—2;2),m=0lubm=1

b) roénie w (—oo; 1) i (3; 0), maleje
w{1;3), m=—-3lubm=0

¢) ro$nie w (—o0; —1) i {2; ), maleje
w (=12, m=0Ilubm=2
; { v

d) maleje w przedzialach (—o0; —4)
i (—1;0), rosnie w (—4; —1), m = —4 lub
m =0

.moz 2

. a) 0dlame{0:3),1dla m = 3,2 dla

m € (—a0;0) u (3;00)

b) 0 dla m e (—4; 1), 1 dla m = —4,
2 dla m € (—o; —4) U (—1;00)
il G
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c) 0dlame (—o0;2) U (7;c0), 1 dla
=7, 2dlame (2;7)

ke N U N N
N i : .

! i ; ’ ;

: ! (. imt :

i g s !
[ IR : » o
EEEEERE ‘
A T ] I I ¢
i [ L Cod

d) 0 dla m e (—o; —1) U {3;00), 1 dla

m= -1, 2 dlame (-1;3)

9. C

10. B

11. A

12. C

13. a) g(o) = =221 D = R\{1},
9(D) = R\{-2}
b) g(z) = 3558, D =R\{-1},
9(D) = R\{-1}
c) g(z) = 22 D = R\{-2},
9(D) = R\{3}
d) g(x) = =57°, D = R\{~4},

9(D) = R\{--2}
14. a) warto$¢ najmniejsza: 0, wartosé
najwigksza: 3

0

b) wartosé najmniejsza: —1, wartosé
najwigksza: 4
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15.

16.
17.

p(3) =2, p{0) =0, p(m
m = é, m =2

a)me (0;1) b) me (1;2)
Wskazdéwka. Zauwaz, ze 7biorem
5 jest R.

m) =1 dla

wartosci finkcji f(z) = =

.6. Mnozenie i dzielenie wyrazen

wymiernych

. a) D=R\{-v2,vZ}; £ -1

b) D=R;9 ¢) D=R\{~1};~1
dy D=R; L

2. a) w(0) =0, w(l) =-1 w (\/_) —7——*
b) w{0) = —~ 3, w(l) =0,
w(vV2) =114 - 8\2
c) w (-\/5) = % +24/2
d) w(-2) = —%,w(0) = ~1,w (\/5) =
2v2 1
3. a) D =R\{-7,0}
b) D = R\{-2,0,1}
¢) D = R\{-V3, 3}
d) D = R\{0}
5. a)y D=R\{~
b) D =R\{-
c) D =R\{-2,0
d) D =R\{1,0, 3} =
e) D=R\{3} 324 31—4
f) D=R\{-1,0,%}, 2
6. a) D = R\{~1}, = _—m
b) D = R\{0, 3}, “3 a)
c) D =R\{-1,1,8}, :}_._*‘1
7. a) ze R\{—4,3} b) e R\{2,3}
c) v e R\{-1,1}
8. e 2z e R\ {0, 3
b) 1‘(;“)1) ,z € R\{0,1}
c) Ge= 2?;11L ”,TER\{——
st
e) m, LcR\{ 2,0,2,3}
f) EEHED v e R\{~3,0,3,3)
9. st v e R\{-4,1}

D17
)& ER\{ 3,-2,0, '3}

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.

19.

©) oo e R\{-1,-3,3,1}

d) (l_z),lER\{ —2,2}
2
e) J:L‘—G:v-{-‘l’zER\{_—}
f) et ze R\ {1, 11,2}

Sa—1
a) =2, f;“aeR\{ 2,-1,3,5}
b) 2= i)‘,.‘l?ER\{ -2,0,%}
°) o -3.4.3
d) E_O,JLCR\{ —2,~1,2,3}
e) 2% 2 eR\{-3,~1,1}

)

f) 22 2 e R\{-3,0,3}

a) (% 1)?

yx € R\{-5,-1%, 1 5}
b) 9—‘- .z e R\{~5,-3,0,3,5}

D

B

B

a) me (é,m) b) me (=3;3)

c) me(O;%)

a) 20227 4 e R\(-2,0,2}

b) -;r“(—,i%),a,eR\{—— -2,0,2}

2z(w+2)
) Gone=1)

xER\{‘Z—\/_ 1,;,2+f}
d) 5t5, ze R\ {-3,-2,-%,2}

22=5 s eR\{-5,-1,1}, 8

z—1
a) Dy = R\{-1,6}, D, = R\{3,6},

Dy = R\{~1,3,6}, h(x) = 220,

= R\(-5,~1,3,6}, k(z) = &2

b) D; = R\{0,2}, D, = R\{-2,0},
Dn=R\(~2,0,2}, h(x) = i,
Dy =R\{~2,0,2}, k(x) = Z£&

¢) Dy =R\{-5}, D, = R\{— 3 )

Wi

Dyp =R\{-%,2}, h(z) = W’

Dy =R\{-2%,0,2}, k(2) = (22 — 3)*
d) Dy = R\ {~ %0} Dy = R\{— 23-——},
Dy =R\{~2,-1,0}, h(z) = &2,

Dy =R\ {-2,-%,0,2},
k() = (e~ 2)(7- F’)‘
2) g Y # P

b)m'“ VT FE Y, T —y

wi oy

c) Smy,m¢0y¢0y#
d) my-«}-:c 71’?50:1/7‘&0:?}5&—1,%#'5/

20. a) M,w%ﬂ,x#y,m# —y; 1

T4y
b) if;;i,z—f«y#—l,m—-y#—l;{%
21. a) £,z # 0,y # 0,7 5% y,z # —

b) ﬁ,x#y,m#—
c) FE, T F Yy, # —y
d) i(y gx),:c¢0,y;é0,y;é9z

2.7. Dodawanie i odejmowanie
wyrazen wymiernych
5a(x—5) =z(x+5)

1. a) z2-25 7 @225

b) 92+12 10—1lda

6x—12) 6z—12
C) 3x~21 _4z48

lba.-l-l')’ 18m+12
d)

(@2 43)(c+3) _ 3z(z—3)2
e (==3)2(c+3)* (c-3)2(s43)
f) 7.). 1 4(x? +4)(l~"))

(a,+1)(’v+3) (31—1)(1-3) 4

L(a —2) ? iL(‘L—'Z)

~

8) s e
h) (z+1)3 4(z2-1)
(z=1)2(z+1)? 7 (z=1)2(a+1)2°
(z—1)3
(e—1)%(x+1)2 )
(z=1)(x+2)

i) 2(z—2)(x+2)
(z—1)(z—2)2(x+2) (z=1)(z—2)2 (x+2)’
_ Blz—2)(x—1)
(w—1)(=-2)%(2+2)
2. a) 2oHEEL o e R\(-2}
b) 2=1, z e R\{1}
c) L 5 e R\(3}
d) Gf—a@)(%‘r), z e R\{-2,1}
e) ———(m+5)($_1), z € R\{-5,1}
f) 412;_.:2 , T E R\{—-Z, 2}
2540z e R\{~2,2}
h) (—LM zeR\{-3,%}
22— 103
)o ITSlER\L‘*‘g,}

2w)(x~+3) 2
"1(0t+2) ?
3. a) 3(:—5;2—)-, z e R\{2}
b) m::%ﬁ’ meR\\{%}
c) (—E—:—é—}—;, z € R\{2}
d) ﬁé—, x e R\{-1}

4. a) =2 4 e R\{2}
223 —
b) * 3;+2 ¢ zeR\{-2
c) 2£=8 2 e R\{-5,0}

23;(:1‘—!-5)3’
d) =56 € R\{1,3}
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.')+
- 3) 5EEDETD)’

e) 16, z € R\{~4,0,4}

£) i, we R\(-2,2)

ze R\{-2,1}
b) —»r-',CBGR\{ -2,2}

c) m, z € R\{-3,3}
d) 248 2 R\(-2)

. B

fe

~

8. a) z — 3, z € R\{~1, 1}

b) 752, zeR\{-%,-1,0,3}
c) 223 v e R\{—4, -3, 3}

d) == —Um :ceR\{ —4,~2,2,4}

9. a)azg,bz——%
b)a=3b=-3
c)a=30=1
d)a=2b=1

11: a)% b)% c 390%%

2.8. Réwnania wymierne

1. a) 2 =52 b) brak rozwiazai
¢) brak rozwiazan d) = = 14
e) x = —16% Nae=3z=2 g)z=T7
h) z=—4 Hyor=1
2. a) z=—2,z=1 b) brak rozwigzail
c) z =4 d) brak rozwigza
ez =—%5c=3 Ha=—-3z=06
3.a)z=—-lLz=1 byz=2 c)z=1
d)z=6 e)z=2 fz=-1
4.a)m=1 b)ym=1 )m=%
d)m=—2 e)m=—2 m=3 f)m=1
5. a) (—‘)1 '“4)7(1y2) b) ( -1 4) ( *2)
6.a)z=7 b)a=-2,z=3 c)z=3
7. B
8. D
9. B
10. D
11. me (—oo; —6) L (2;0)
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12.
13.

14.

m e {~3;5)

a)(B“—z,J:—‘*‘— luwbz=119y=-2
p)z=-3y=—3lubz=2, y=13
(‘4: '—'3)7 ("‘3» "‘4)’ (3»4>7 (4) 3)

2.9. Nieréwnoéci wymierne

1.

ot

. a) ze(2;8),

a) z e (—3; 0) b)ze (—w; —2) U (0; o)
¢) z € (—o0;0) U (6;0) d) ze4(2;4)

. a)xze(—w;0) b)ze (0;4)

¢) z € (—0;—3) v (0; )

d) v € (—mo;0) v (%;co) e) v e (—%;0)
flze (——UD; —2%u (0;0)

szesé b) z e (1;4), tray
c) z € (--5;3), trzy d) xz € (0;3), trzy
e) e (—w;—4) v (4 ), nieskonczenie

wiele liczk ) x € (—3;4), cztery

&)z e (—250) U (3 w)

b) @ € (—c0; —5) U2 %)

o) me(—4-3) v (—31) d) z e (—3;3)
e) e (—3—-2)u (2;3)

fyze (—w; -1 u{0fu (1;0)

. a) ze (—oo—T) v (—40)

b)ze (—co;——é—) U (:2)

c)ze (-0 u(l;d)

d) = € (—16; —8) U {~T;0)

e) z e (—00;—5) v (=3;3) u (4 o)
f) x e (—oo;—2) v (—1;2) v (2;0)

6. a), c), e) tak b),d), £) nic
7. a)zel-L1)uv {3; 00)
b) z € (—o0; ~2) W {~1;0)
8. C
9. B
10. C
11. a) v € (—ow; (,,1)
b) = € (—0; —l) 1;0)
12. ze (% —t)ul: CY:))
13. z€ (—3;0),ye (-42) v (~2;0)
14. a) me (—3;2) h)yme (-1 2)

2.10. Funkcje wymierne

¥

a) D =R\{-3,0,3}. /(2) = 5=
F-2 =3 12)=3
b) D = R\{=5}, f(=) = 'L;';g”,

f(=2)=4, f(0)=0, f(2) =
¢) D= R\{ 1,0}, 1(1)-1—L—“—‘
f=2y=2,12) =%

22

d) D»—R\{Q} f(=) =53
f(=2)=-3, f(0)= -1
2. a) tak b) nie c) nie d) tak
. a) Dn —R\{—r -2,2,5},
hiz) = ﬁT\L = h(z) =0dlax
b) Dy, = R\{3, -3}, h(z) = J(—%)—*i)

.a)x=0,2=2 byzel(-L0)u

h(z) =0 dla z € {—4,0,1}

¢) Dy = R\{=2,0, 1}, h(x) = e,
h{z) =0, dla = =5

d) Dy = R\{—4,-3,~1,3},

h(z) = %’ hz)=0,dlaz=1
(0;1)

) w e (—o;—1) u(2;)
5. D
6. C
7. B
8 f-I,g-1IIh-1
a) re(—2;-1)u(L;2)
b) ze(—2;-1) u{0;1) U {2}
c) we (=2, —1) U (=10;
g. m=-3,m=1m=3

10. m € (2;0)

11. a)a=~5,b=1luba=10b= -5
bya=~-1b=1 c)a=2b=—
d)a=—-30b=2

12. D =R\{-2,0,2}, f(z) =0 dlax =4,
warto$é najmniejsza: —5,
wartogé najwieksza: —2

13. a) D, = R\{—1, 1},

g(Dg) = (—oo; =1) U (2; ),
Dy = R\{Aaa -1,1, 3}1
h'(\Dh) = (—CD; l) U <4, 03) b) trzy

14.

M

11.

12.

13.

14.

15.
16.

© ® e

¢) me (—oo;—1)uw {0} u (2 o)

Wskazéwka. Rozwigz réwnanie
do les sci od s
—3% = a w zaleznosci od wartosci

parametru a.

.11. Roéwnania i nieréwnoéci

z wartoécia bezwzgledna
.a)z=—6,z=2 b)msé,wz%
r=33=% d)z=32
e)w:-—‘l,w:% f)a=—6,x=3
La)z=—2,x=2 b)mzm%,xzi
c)r=4 d)yz=2 e):z::-%.)g
f)x:3+%/‘13
. a)xe(0;3) b) @ € (—o0;2) U (2;0)

¢) ze (—o;—11) U (L oo)
d)yze (—o;—2)u Ul
e)a,e( 00,2/U<u oo)

f) a:E(l‘é) ( ;2D

ca)we (—oo58) u4) ) byz=5

c)xE (-—4,3) d) a e(— l)u(l 7y
e) me R\{-3,~2,2}

£) e (—o;—32) v (-8 ) (35 oo)
D

B

A

ayze (0;1)u (L2

b) x € {(~6;—-2) U (3;6)

. a) z e (—w;3)u(6;00)

b) z € (—o0;—1)u(l;0) c)zE {1;0)
a) w e (—1;2) u{4;0)

b) = e (—oo5 1 — V3 U (1 V)

) z e (—4;-2) U (~2;0)

a) z e (—o;—1)ul0;1) v (1; )

b) © € (—o0; —3) v (=2;2) v (2; w0)
c)ze(—m;—2)u (~2; ~§) v (2;00)
a)ya=—6r=0 b)r=-2z=2
c)ax=—-l,z=1

0dlam=0,1dlame (—o;0)u(0;1),
2 dlam =1, 3 dlame (1;0)

m =10

m e (3;0)
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2.12. Wyrazenia wymierne —
zastosowania (1)

w
i)

o0l
&
oo
no

a3
I

—
[~
T

o

#jen

. 4 osoby
.14 21

. 16 godzin
D

C

8 minut

©® NPT RN

I
= e

. pan Nowak: 12 godzin, syn: 24 godziny

jun
N

. 20 godzin i 30 godzin

ot
w

. pierwszy: 20 godzin, drugi: 16 godzin

[

.13. Wyrazenia wymierne —
zastosowania (2)

1. z A do B: 45 km/h, z B do A: 60 km/h
2. 12 km/h

3. motocykl: 48 km/h, samochéd: 72 km/h
4. pociag: 90 km/h, autobus: 50 km/h

5 C

6. B

7. A

8. 64 km/h

9

samochéd: 45 km/h, rower: 15 km/h

Zestawy powtdrzeniowe

2. m= _%
3. a) g(z) = 73,—3 + 1, maleje w (—oo; —3)

i(—3;00)
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b) g(z) = ~+3 + 1, maleje w (—on; --3)

i(—3;00)
: \}r

NN
=
1 H
1

o1 x

4. a) g(x) = —73%5 +6 b) g(v) =
cyp=-4,¢=2 d) f(z) =3
.a)a=-3,b=3

b) z € (—o0; —6) U (—3;0)
z=-92=-1 d)u=—-1Lz=1

%34

6.a)y=;i7+3 b)y=5+3
7. 4)9(7:) ik
vt ol
ol
Ol 1. X
//

c) g(z) = 25 7+

)/'

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

- a) we R\(-2,2}, &

.a) D=R\{}}, f(z)=0dlaz =2
b) D=R\{Z}, f(z) =0dlaz = —1
c) D=R\{-1,2}, f(z) =0dlaz = -2, 18

3;:.; -

d) D =R\{-3,1}, f(z) = 0dla
2=5—-27, 0 =5+2/7

2— a:’
b) 4““” z e R\{--2,2}
c) &= 1,:“-:R\{ 1,1}
d) (:Ll?_s(;.kl)? e R\{—‘ 1}
e) 35, s e R\{- 101 2}

£) 22, z € B\ {-1, - 3.0}

2
La) e = —15 b)a:_l z=1
) x=—5x=2 d)a::——%,q;zz
eja=3% Ha=1L2=3

a)z=0,z=5 b) brak rozwigzan
c)r=-1

a)z=3%,c=8 bla=-2,2=6

cl)a=-13,x=3

a) z € (—w; —7) U (4;00)

b) & e (—1;0)

c) ve (—oid) U (3;%)

d) ze (-2;2)

o) & (~o0i~2) U (~1;2)

f) ze (=2;—1) U (3;0)

g) ze(-12 —~§) ; (g;oo)

h) x e (—5;-1) u{l;3)
iyaxe(~w;~1>u (1) u —;—,m)
a) e (4;6) U ( 7Ly

b) ze (1;2) U (2;3
c)xe(—w;—=T>u (~4~;4) u {T; )
a) D = (—0o0; —4) u (3; 0)

b) D = (-o;0) u (%;0)

c) D= {0}

a) we (—ow; -1 u (0;1)

b) z € (2;3) U (4;0)

c) 2 €40;2) U (2;0)

d) ze(—=3,-2)u {0} u(2;3)

a)z e (~ .,;—1>u<1'2)
b) @ € (—0%~2) U (~2;2) U (2 0)

z e R\{-2,2}

19.

20.
21.
25.
26.
27.

28.

29.
30.
31.
32.

. a) me (2, 4)

c) ze (—oo;—4) U (—2;2) U (2;4)
d) ze{~4-2)u{0;2) U (24

OW x

i X

a) z e (—3;-2)

b) m e (—w; ~1) u (1; c0)

me (—lé;wé)

me (~1;9)

90 kin/h

9 dni

a) 9() = iy — 1, hl@) = |31 — 1,

g(z) = h(z) dla z € {0; 1)

b) g(2) = 5= — 1, h@) = |35 - 1]
g(x) = h(x) dla 2 €40;2)
a)r=-3,y=3lubae=0,y=0
b)z=1,y=-2lubz=6,y=3
a)m=0 b)me (—$;1) ¢) me(9w)
me (3:4)

m =2

flm) = 3 + 1, gdzie

m e (—0;0) u (1;0)
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33. m e (—o0;0) U (4; )
4. a)z=-1,z=1

3.1. Funkcje trygonometryczne
dowelnego kata

1. a) nie b) nie c¢) tak

: 12, e Bt 12,
2. a) sina = 13; cosa = %; tga = 2;
ctgo = =&
. -3 1, _ 3.
b) sina = 3; cosa = §; tga =
_ 4
ctgo = 3
ina = IVI30 _ 930,
c) sina = T2 cos v = 2455

tga = %; ctga = %

3. a) 20+ 10v/2 b) 9+35 ¢) 24

d) 12+ 12+/5

4. a) sina = "‘1/3—, cosa = 3‘1/:, tga = :
ctga—%
b) sina = ‘{F,cosa-—--—*ﬁr,
tga——% ctga = —%
c) sina :—g,cosa——a‘{eﬁ,
tga:é,ctga——3
d) sina = —229 cosq = 229
tga=~-§-,ctga:~g

5. a) np. P(-\/5,2)
b) np. P(l,—-\/ﬁ)
c) np. P(—3,—4)
7. a) sin120° = '\‘/g‘gi cos 120° = —
tg120° = —/3, ctg120° = — L2
b) sin210° = wé, cos 210° = —@,
t2210° = 32, ctg210° = /3

W

’

¢) sin 315° —%, 5315° = ‘/75,
tg315° = —1, ctg315° = —1

8. a) sin225° = — Y2, 05 225° = — 2,
tg225° =1, ctg225° = 1

b) sin 300° = — —‘Z-’-, cos 300° = 1,
anne V3
tg300° = —v/3, ctg300° = —4
¢) sin 240° = —-@, cos240° = —1
tg240° = /3, ctg240° = L3

?

9. a) nie b) nie c¢) tak, w éwiartce 111

10. B
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11. D
12. B
13. a) nie b) nie ¢) tak d) nie
14. a) cosa = ‘/— ,tga =

'* ,ctga = /3 lub

cos @ = — 3/,_;.—,t<ra—- ”/‘ , ctga = /3
b) sina = £, ga—g,caga_é,mb
Sina:—é, g = —3 ct,gof-—...g
¢) sina = 3‘1/;, cosa = @, ctga =1
lub sina——»g‘l/ga,coscv:——-‘{%‘_?,
ctga = %
d) sine = 1/2——6—@, cos v = —i%,
tga:-——- lub sina = —"g‘;,
cos o = }2/6‘, tgo=—1

15.. a) .

@ 720 144° 2

sin | \/5"‘*/
!

o

¢

w
R
<

%)
mi 1

&)
1
.

W
(z]—

16. —13v3

12

3.2. Kat obrotu

1. a) np. 391°, 751°, —329°
b) np. —237°, 483°, 843°
c) np. —80°, —440°, 280°

2. a) B = —405° b) A = 2115°
c) B =3195°

3. a) sin780° = @, cos 780° = £,

b) sin(—930°) = 1, cos(—930°) = — %,

—930°) = —¥2, ctg(—930°) = —/3
c) 3in 765° = ‘/_ , cosT65° = 2,
tg 765° = 1, (*tg?G =1

d) sin(—585°) = %, cos(—585°) = —-—*{f—

tg(~585°) = —1, ctg(—585°) = —1

a)‘—z/3 b)‘/T3 c) 1

5. a) 1-360°+43° b) —2-360° + 186°

a)% L.)—w

. a) o = 405°

c) 2-360° 4+ 141° d) —3-360° + 236°

£) =3 g)1 h)0 i) -3

; cos Q= @, tga =1,

ctgo =1
b) a = 480°; sina = ‘{f, tga = —/3,
ctga = —\—?
c) o= —420°% sinax = —@, cosa = %
ctga = H——q‘@-
d) a = —675% sina = —‘é—ﬁ, cosor = {2
fgoa=1
8. a) —1—1.3—‘/-—@ b) —-‘-‘/2—:3 )6 d)i
e) —3v6—6+v2 )0
9. C
10. D
i1. B
12. B
13. a) dodatui b) ujemny
14. a) 945° b) 720°
15. tak
16. a) P'(—2/3,2)
b) P'(2v/3,-2)
c) P'(—4,0)
d) P'(2v2,-2v2)
17. wigksze 18 000°, mniejsze 90 000°
3.3. Miara ifukowa kata
1. a) 3(m —3) < & b) 5w > 15,7
c) 2 < £ d)£>0316
2.a)% b)Y o) lr Q) o) f
DI ogE W

)2 d) £ e) VB

bl

3. a) 30° b) 36° ¢) 315° d) 300°
e) 157,5° ) 675° g) 480° h) 330°

4. a) 7™ b) 27 ¢)3w d)dn e) (n—2)7w

5. a) tak b) nie c¢) tak d) tak

6. Z 1% lub %’h‘ i %7&'

7.a) =321 b)Bf=%rw c)f=—3n
d) f=—-3n

8.a)i b)i ¢)—1 d)1 e) —3 f)—1
g) -4 h) -}

9. a)a=Ir b)a=4ir c)a={nr
Da=ir e)a=S%r fHa=1Ir
g)a=Lr h)a=2ir
i) a= (4—\/5)#

10. a) =1 b) =L ¢) =L d)1 e) -%
£) V3 g) -1 h) =3

i1. D

12. B

13. A

14. a) {55557 b) srg067 _ 1844-Z§0W

15. a) 71 b) Zm c) #r d) 3 Lr

16. 16.55

17. « -—:%

18. a)a=2% b)a=3% c)a=2r—3

3.4. Funkcje okresowe
1. D=R\{3+6k: ke C}, f(D)={0;w),
=102,z = 108

2. 8) T =3; (1) =4, f(~19) = 4,

£(120) =0
b) T =4; f(7) =4, [(—19) = 3,
f(120) =5

3.a) =2 b)1 ¢)—1 d)0
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b) i

5.b)0,2,356, 89 c)3333
6.b) 1 ¢)0
7. a) v e (—2;0) u(l;4) u5;8)

b) z€{(-2;8) ¢) z € {~2,2,6)

8. B

10.
11.

12.
13.
14.

15.

16.
17.

.D

B
a)z=1+2k keC

b) ® = —/3+4k lub x = /3 + 4k, ke C

c)xe{~1+4k;1+4k), ke C

d) ze (V244kid—V244k), ke C

tak; T =2
a) nie b) tak

Wskazéwka. Jedli T jest okresem
funkeji f i ke C, to

gle+kT) =af(z+kT) +b=
=af(x)+b=g(z).

Ponadto f(z) = Lg(x) — g, wiec kazdy
okres funkeji g jest tez okresem funkcji f.

Funkcja g jest okresowa i T jest jej

okresem, ale nie musi byvé jej okresem

podstawowym.

Th = NWW(Ty,Ty)

Wskazéwka. Jedli funkcja f jest
okresowa o okresie 7" i f(xy) = 0, to
flro+kT)=0dla ke C.

3.5. Wykresy funkcji sinus

lL.aya=% b)a=-—

i cosinus

[NIE]
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5.

d)z=-% z=—
a)z=-f,o=] blo=- r=3
r=—%, =% d)m:—%",m_%’i

3 35
a) w= 51, =385

237 7
b) T = ~31 2 _1;7{

.a)7 b)3 ¢)10 d)5

ca) M ) i

5

- a) maleje w (~3m; —&n) i (—3m —7),

rosnie w <—%ﬂ-; —‘%'/r)
b) roénie w (—m; 0> i {m; 21,

maleje w {0; 7>

9.a)a=-1 bla=1

ca)k=9,k=10 b) k=17, k=18

11. a) 97 b) 4r ¢) 8r d) Ix

12. C

13. C

i4. A

15. a) v = —37w 4 2km, w = —% 4 2kn, ke C

16.
17.

18.

19.

20.

.1'_
2km, ke C

+2knr, ke C

5

b)ﬂ7=—%+2k7r,m=zé+
-

c)w=—2m+2km, x=

ol

d) brak rozwiazad
e)x = —%Tr + 2k, v = %ﬂ' + 2kmw, ke C
fxz= —%W—I—Zkﬂ', T =%+ 2k, ke C

a)a=0 b)a=0

257 . 307
a) @ = 1);_* w = 3 -
b) 2= —“;’r, €r = —&.f_—-, v = v%
Ju=-g,x=% d)uv=-%
trzy
ke (—4;0)

1 diame {-1,1}

g(m) =<2 dlameR\{-1,0,1}

3 dlam=0

3.6. Wykresy funkcji tangens
i cotangens

x ks

o 3 4

5 R

yr=-F, o= d)z=-3,

3. a), ¢) yjemny b), d) dodatni

4. a)z=%" pyzg=-1T c)zr=

d) @ = —2m

5.a)4 b)5 ¢)10 d) 4

6.2) % b) —f o) Z=

7.a) -2 b) -2 ¢) -2r d) -7
8. a)wy = —2, ay =L

b)zlzf%’l,zgzgsl

9. D

10. A

11. D

12. a) x =% +kn, ke C
b)z=-%+kr, keC
cyrz=Z%+km, keC

13. a)8 b)4d c)4

14. 12

15. a) x=§ +hm, ke C
b):czsj"—ﬁ—k'?r?liiec
c)u=% +kr keC
d) x=3 +kr, keC

16. a) Y28 p) Y2 oy 5

d)1—-+2
17. a), d), e) parzysta
b) ani parzysta, ani nieparzysta

¢), f) nieparzysta

3.7. Przesuniecie wykresu funkcji

o wektor

1.a)w =5 +kmkeC; f(D)={-11)
Co b b

i
i
P
|

=g

Wl

b)z =% +knr,keC; f(D)=(-1;1)

Y

P N

1 i
Ol oL X
d) = = 2km, k
G

e) brak miejsc zerowych;
HD)=<{=3;-1)
: o S/’ L

0

2]3771, ke C;

o

o= 4

—_ R o] 7}( 7 3m
.a) D=R\{-5+kn:keC}
=5+ km ke C
Y /
1
; ™ 3w v
— __“'2‘ O/(.;‘ 5 T 5 27 X
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b)DzR\{~§+k7r:k:EC};
x:—%ﬂ—k?r,keC
1 \ v

i

Q

PR

|
i
i
i
'
i
i
i
I
|
1
i
l
1
'
T
i
t
i
i
t
i
'
1
i
i
'
i
i
t

P

c)D:R\{g——i—kW:kzeC};
c=I+kmkeC
Y

Lo [ ;
i i i X
-~ —’5‘ [9] g ® 3—?—" 27 /
'E ok i // i'
d) D:R\{kw:keC};x:kzﬂ',kEC

Y

==

!
i
t
i
i
i
|
i
1
i
!
i
I
i
)
i
i
!
i
i
1
i
i
i

s

Rt
|
w1
fROPTEN I,
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ot

.a)3 b)2

e) D=R\3% + ko ke Cl
’L—"G‘“{‘n,'ﬂ" LeC

f

i 1

s |

:

’ :

| 1]

i 1

‘l !

S , |

’ ) I i |
: Lo/

1 1 1

i ! 1

P ! ;

H [ i

b t ]

1 i 1

: i H

— T
¢ T T 1| 3w
Rl 23 “:f 2

£y D= ke Ckh

T =%

7

|
I
o

|
=

e

e

c)4 d)2

.a) D=R; brak miejsc zerowyvch;

F(D) =3

b) D=R;x=2krke C; f(D) = {0;2
c)D=R, T"‘——+9]\7I’I\CP
(D) =(0;2)

d) D =R, bralk miejsc zerowych;

£(D) = (153

ey D=R\{§+hkr:ke CY;

x= -+ kmke C; (D)=

£f) D=R\{kr: ke C}

x=—F+kmk eC; f(D)=R
. a) maleje w (—7; —2my i (§;m), rofnie W
<——"T) 3>

b) rosnie w {0; 2m), maleje w G
c) maleje W calej dziedzinie

d) roénie w cale] dziedzinie

6. a) x = § + 2km, x=m+2km, ke C
b) z = % +2km, ke C
cyz=3%+kmkeC d)z=kn,keC

7T.aym=3,k=1 b)m——ig—',k:—%
c) m——-%,k:%
. D

9. B

10. B

11. a) ae R, be (—w0; —1) u (1;%0)

b)a=-m+2kr,ke C,beR
12. tga = —tg(—a) = ctg(F —z) =
- ctg( — 3") = -—ctg( -+ -7_,’5)
ctgx = — ctg(—x) = tg(— - 1) =
:Lg(—m%—-——) —Lg T+2)
tg(—a) = —tgz = ctg(z — §) =
= —ctg(1,+ =5 ),
ctg(—z) = —ctgz = tg(w — —7:5) =
= — Lg(:l: + -521
13. 0 dla ke (—0; ~\/§) v (\/5;00),
1 dla k& {—v2,0,v2},
2dla ke (——\ﬁZ-%) V] (—-%;O) V]
2 (0:8) o (£:17)
3dla ke {—, L
14. dlame (--%; 0) warto§¢ najmniejsza:
2 — cos(—m), wartosé¢ najwigksza: 3;
dla m e (0; 3 warto§é vajmniejsza: 1,

wartoéé najwieksza: 2 — cos(m — m)

3.8. Przeksztalcenia wykresu
funkcji (1)

1. a)z=kmke C;, f(D)= {—'—3; 3>

| ;
/. BEEanmn
\Q\ ‘,:, .
,/}/
=

3V

€Ci J‘(D)

(-%%)

7 X

i

e):c'“-’-’l—klwr ke C; f(D) (—2;2)

£) o = % +2km,x =5 +2km ke C;
T(D) <13>

. (::2,1):—;1;_(,-:%
.a) D=R\{§ +kn:keC}

b) D =R\{kr:keC}
) D=R\{-%+hkn:keC}
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d) D =R\{—% + kr: ke C}
e) D=R\{% +kn:keC}
£) D = R\{Z + kr : k € C}

.a)a=6 b)a=—v2 c)a=-2,a=

d)a=—-4,a=4

.a)k=3(3-1) b)k=-5

C)/i}z—-%,kz% d)k:-—ﬁ,k::G

6.a)2 b)3=)2 d)1
7.a)a=-L, =0
b) maleje w {(—m; — %) i CGEym,
rosnie w —%;331

c)ze <—7r;—%”) v (0; 7

8. a) f(D) =({-2:2)
b) rosnie w {—m; —2E> i (557
maleje w (—%, z
)rel-%; &

9. B

10. D

11. A

12. 0 dlame (2 — V52 +V5),

13.

14.

15.

1 dla m € (—w; —3) u (—-1; 2 — \/’5> U
w{2+/5; m), 2 dlam e (—3;—1)

a)xe (-

b) 1,5, 9

—io[x
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3.9. Przeksztalcenia wykresu
funlkcji (2)

1. f: czerwony, T = 2w, x = km, k € C;
g: niebieski, T' = m, v = L,_,ﬂ, ke C;
h: zielony, T' = 4w, x = 2kmw, ke C.

2. a) T = 2%, z=E keC
b) T = 8w, x = dkm, ke C
¢) T =3nm u=3kr, keC
AT =2,2=kkeC
ey =m, L——+—— keC
f) T =dm, o=m+2kr, ke C
) T=2%0s=%+5 LeC
h) T = 8w, x =27 + 4kn, ke C

3.a)T=m f(D)={(L1)
b) T =, f(D)={-11)
c) T = %—7(, F(D)={-2,2)
d) T = 8m, f(D) = (—4;4)
e) T =dm, f(D)={=33)
£)T=2 f(D) = (-22

4. f:niebieski, T =m, 2 = kn, h € C:

g: czerwony, T = 5, & = L_:" e C;
h: zielony, T' = 2m, o = 2kw, ke C.
2 ki 2
5. a) —‘571”,—3",'0, :37" b)O

3

C) -3 _%rf: 30
6. f: zielony, 3 miejsca zerowe

g: niebieski, 10 miejsc zerowych

h: czerwony, 2 miejsca zerowe
7.a)aeR b)acR c)aeR

d) ae(0;1) e) ac{—%; 3y HaeR
8. C
9. A

10. A

11. a) f(a )‘{

12.
13.
14.
15.

sin2z dlaz>=0

, wartosc
dlaz <0
najmniejsza: —1, wartosé najwigksza: 1
1
5 dlaz =0
b) f(z) = i , wartosé

cosdzr dlaz <0

2
najmniejsza: — %, wartoéé najwieksza: &
c) flx) =

1 ,v =0

tgx—1,ze R\{-§ —nm: neN}
brak wartoéci najmniejszej i najwigkszej,
a=3in, .17:2—2\/_2_,3::2-1-2\/5
a) D={(~4;8) b) D={(-1;1
a)D= (%) b)a= §,4+2\/§
a) Dy =(-1;2)
422 dla —1:
o) = 2” dlawxwe-1;1)
1 dla = e (1;2)
Dy, ={—4;8)
hz) = (22 dlave(-44)
11 dla z € (4;8)
b) Dy =<0;3)
—(2z—1)> dla e (0!
o(z) = (22—~ 1) dlaze{0;1)
20 — 2 dla z € (1;3)
Dy, =<0:12)
1 2
W) =1 (32 —1)" dlaxe(0;4)
s —2 dla z € (4;12)

3.10. Przeksztalcenia wykresu

funkcji (3)

1.a)T::7r
D R
S an NGB an Nl
ol
0 2 - 75‘ ’R:X

o1y

)T =m
e -n
N L TN
REREEN 2]
- a) f(D) = (02
! iy i
TN S
\/ L \
AT R R B
b) 7D) = %9
IR 4
| r}X

d) f(D) =<0;3)

e) f(D) =<1;3)
j Pt v

[
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0 f(D) = (=30
TR 4 I
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. a) D=R\{§ +Fkm ke C}

1
LU
i
! AW
i 1
1 |
i 1
1 ]
| *.
/: ; /
1
Lo 5
\ '
1 H :
_T (0] ™ s X
9 2

b) D:R\{kw:k;eC}
3 h

e

N
<
\
/
B //

X
//\

A 1

. a) ae{0;0) b)ae{-1w©)

c) a€ (—o0;0)

. flz)>0dlaxe (~% — k7, -—,’{'7:‘) v

v (kﬂ;% +ls‘.7r), keN

a) rosngca b) malejaca ¢) rosngca
&) f(D)=(0;2) b) f(D)=(L3)

¢} f(D)={(~-5;-1) d) [(D)=

e) f(DY=R f) f(D)=

8. a) (D) = (~4;4y b) F(D) =04
&) (D) =(~32) d) [(D)=(6:®)
o) F(D) = () € F(D) = (~5;=3)

9. D

10. D

11. D

12. a) a=—6,b="5luba =5, b= -1
b)a= 3,b=2lba=3,b=2

13. a) warto§¢ najmniejsza: —3, wartos¢

najwicksza: 1

[
i

b) wartodé najmniejsza: 0, wartodé
najwieksza: 2

X

L R

¢) wartodé najmniejsza: 0, wartosé
najwieksza: 2

o r xx

d) wartoéé najmniejsza: nie istnieje,
war tosc 11a3w1¢k.:za O

ey

dols

S S SO SOE FR T _‘_‘.._

===

14. a) v = —% 4 2km, x = § +2km, ke C

b)r=—-% —km, v=5+kr, kelN

15. 0 dlam e (—o0;0) U (£;0),
2 dlam = 2,
4 dlame {0tu (§; 5"),

1

5 dlam = 3,

8 dlame (O; %)

16. g(m) =

dla m € (—00;0) U (2;c0)
dla m e {0,2}

dlam=1

dlame (0;1) u (1;2)

B W N O

3.11. Tozsamosci

1.

2.

trygonometryczne

a)zeR\{Z+ 4 :keC}

b)ze R\{£+ % :keC} c)zeR
a) x € R\{2kr : ke C}
b)mc—R\{%—{-k’n:keC}
¢c)zeR\ {4 ke C}

d) zeR\{Z +kr:keC}

.a)zeR b)yzeR\ {4 ke C}
.a)zeR\{& :keC}

b)reR\{l‘zlkeC}
c)zeR\{Z +kr:keC}
d)zeR\{Z+kr:keC}
e)zeR\{¥ ke C}
f)ze R\{& ke C}

5. a) we R\{Z +kn:keC}
byzeR\{ir:keC}
C)ﬂf’:R\{§+k7r:lﬁeC}

d) ce R\{%E : ke C}
e)reR\{& ke C}
f) xe R\{% +kn:keC}

6. a) cos..mz?\/_ tgb—-ﬁ ctgx = 2v3
b) ::os:l*,~_~—£ tgw “%,cth—Q\/—
c) sill:c_.wl/—j tgl—-_;./.l.é}
c’cg,"b'-————‘/71—TL
d) sinz = B2 cosz = —%,ctg:z:: -1
e) sine = *%, cosx = 3, ctgm = _:31.

f) snx’v-coez:-‘{glctgm—l

7. a) sinz = -4 tgz = —/7,
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13. a) c e R\{& : ke C}
b)xER\{%’l,———}—kkﬁ:kGC}
14. a) tak b) tak
15. a) 7 b) 18 ¢) /5

bg x—1
16. a) %E_E-T—_l’g

) b
tg2 w—1" 1o

¢) Wskazéwka. Wykorzystaj tozsamosé

sin? @ + cos¥z =

. s 2
= (sin® & + cos®2)? — 2 sin? x cos” z.
_cgf o+l 17

2tg?w ? 32

3.12. Funkecje trygonometryczne
sumy i réznicy katéw

1. a) sin75° = cos 15° = ~‘/——G—j-i§,
sin 15° = cos 75° = I(—’-}‘/j-
b) sin240° = — 3, sin120° = &,
€08 240° = cos 1207 = — %

2.a) = b) L2 o) L2
d) \/§Zw/§ e) V3 £) ._*_/__%ﬁ

g) B2 p) /2=V0
a)i b)F P d)-}
4. a) sin(a —f) = _"33[;{7
cos{a + fB) = 3«/‘ 8 )
b) sin(a — 8) = r 2, cos(a+ B) = ":;‘éi

5. a)a#§+k7r,ktec
b)a# L(2k+1),keC
c)a#%—l—kwicv#%—}-%s,kec
d)az#%+l{:7ricr:;é2§+2k7ri
cu#“—}—?lmr ke C
e)a;é:[‘!— ke C
fla#Z keC

6. a) sin2a = 0,6, tga = &
b) sin2a = —%, tga = -2

4

7. a) sin 4o = :!—9[2, b) sin 4o = %F‘

5

i1.
12.
13.

14.

A
a)» b)? C)» d) tak

o a 5
a) %mﬁ:%, COS%:"\/T—
v 2
by sin § = 3, cos § = &5
VT g _ 3V7
tg g = —%, tg2a = 53
a+tb . . —. a=b
tgla+ B) = £55 i tgla = B) = 55

16. tgzx = :’, ctga = %
17. a# k-45° i # 225° + k-45°, ke C
18. d=3m
3.13. Wzory redukcyjne
1. a) -1 b) —‘,_,f—"‘ c) —% d) -‘—/22 e) 3
£H+/3 g)l h)—1 i) 3
2. a) -2 b) -4 cz/é
d) -~§;. e) -1 f) %2 s
g) V3 h) =% ) =%
)2 k) -3 ) V3
4.a)—~§7 b) i o) & d) 2
E’v.a)i b) & c) — d) £ e) &
£) %
6. a) —1 b) —1-2v2 ¢) ~1 d) V3

8. b) Wskazbéwka. Wykorzystaj tozsamo$é

(siv® @)® + (co:> a)® = (sin® a + cos® a) -

- (sin? @ — sin? v cos® o + cos 4 ).
9. C
10. D
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) -1-% 0 =F &) F B3

. a), b), ¢), d), tak
8. cosﬂ——ﬁ tga = == \/_L , g8 =

cosfi = —— Jtga = ~£ Ltgp = —l/-;i
9. a) cos 2 = —%,
sin 2o = —~—£ tgcv+ctg,(x-‘~i‘£ lub
cos 2a = ~%, sin 20 = ‘/2
tga +ctga = 3‘:,/—5
b) cos 2 = li: a
sin 2c = ctg o = —~2¥LE Jub
cos2a = %, su12a = ‘j”,
tg o+ ctga = %%E
¢) cos2a = 573, sin 2o = ——_%,
tgcv+ctgcy:~%
10. a)—% b) & ¢) —1
d) —28 e) -2 f) —
i1. D

12.
13.
14. a
15.

16.

A
C

)k m

Wskazéwka do a) Pomnéz i podziel

wyrazenie przez sin 20° i skorzystaj ze

wzoru na sinus podwojonege kata.

a), b), ¢) tak d) nie
a), b) tak

3.14. Rdéwnania

.a) =

trygonometryczne (1)

~cal>i

b) = &F k C
c):c—-—Jrlm' x=%+km ke
d) @ = —% +2km, & = £ + 2k,
e)v=14%+km keC

£) @ =2kn, x =L 427, ke C
g)v=—%4km x=2%+kr k
hyz=1% +bk7r.a,~%7r+8k7r,

P

=

C
ke C

e C
ke C

Yoe=—5+4dk,a=14%+4k ke C

2.a)z =+ —i’ikeC
b)a=4 keC
c):c-—--l’—'g—l-—’E e C
d) z =% +2kn, keC
e)z=-I+4 keC
Hao=LEr+i keC

3.a)a:—‘§"‘f,,keC

. km =
b)z=Z+5% keC

r=%5+kr,a=3n+kr, keC

d)a;=~%7r+2k7r. =31 +2kmr, ke C

eyr=1+% LeC
f)m:krr,w:%+k7r,k:EC

.a)—Z b) -} o) -2

.a)x=knr, ke C;2m, 3w

b)x = § + kv, x = =% + 2k,
x =% +2kn, ke C; 2:11-7r, 2%7\'
c) w=7% +km keC;2ir

d) o= TAEC 2m, 2&m, 227, 37
e)w =4, r=2 5 ke 2, 2im,

3 ¢ g 7
28m, 24m, 287, 247, 3n

f) @ = 2km, x = § 4 dkm, 'L--7r-|—4k7r

ke C; 2w

6. a)z=—F+km,5+kmr,keC
b)r=& =245 keC
c)m:%—}—kvr,ccz%w—i—lmr,kec

7. A

8. A

9. C

10. ae(l;Q),wzl’—;,m:%ﬂ

11. a)z = +kn, ke C
b) © = ~% + 2km, z = § + 2k,
m:g—ﬂ+2k7r,kec
c)z=-F-tkm,x=Z +2km keC
d) z = km, x = 3 + 2km,
'z—a—7r+’)/m- ke C

12. m=0, 2 =0,22 = 1, a = 2knw lub

=% +2kr, ke C

3.15. Réwnania

sa)z=% 4 2%k, v=3

trygonometryczne (2)

+ 2k,
$:§7r+‘7k7r keC

b)z=2 2m 4 2km, x = &n +2km, ke C
c)x:kr,m:ﬂ--{—?kw,x:%ﬂ—t—%w,
ke C

d)x—§-+2lc7r,w:%7r+2k7r,kec
e)1=%+2k7r,%:%7r+2k7r,
3:=%7r+2k7r,kz€C

f) z =2km, ke C
glz=~F+km,z=%+km keC
h) z = Zm + km, 'c=§7r+k7r, keC

w w 3w 5w 57 i
a) 5. 5,45 b)) I, ) §
T~ 7 ™ 5 3 7
d) §, 5, 5. 8™ gm g
a)x =% +2km, ke C
_X
G
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5.a)z=%+kr keC b)x=%+2k7r,m::%7r+2k;7r,
b)x=%+’4— 9:-_"-{—'”’ ke C x:%—{—kw,a;zgvr-i—%w,
c)a::k'rr,a"*——+7I»7r,m—--7r+‘7k7r, xz= g7 +2km, ke C
keC c)z= 5, z=% keC
d) &= % +2km, = %7.— +2km, ke C Wskazoéwka. Wy1\01'zystaj.ko,l<.3j1?o wzory
eyz=Fkr,z="%+km, ke C na: kwadrat réznicy, sume 1 roznicg
f)z=km,z=F+ —'%, keC sinuséw, sinus podwojonego kata,
g) z = km, A, € C i sprowad? réwnanie do postaci
h) z = km, m = —7r +kw, ke C 2 sin 2z(sin 42 + sin G6z) = 0.

6.a)Z b)T ¢) % d) S 18. t=2(—2;2), @ = kn, 2 = gm + 2k,

7.a)z=5+kr, keC

10.
11.
12.
13.

14.

15.
16.

.z o= 2km, T = %w-{—‘zkw, T = —-%ﬂ' + 2k,

: 5
.x=§ o+ 2kT, o= Sm o+ 2km,

. a) .’I.::I"—“.:Z:::g—i—%i,},:EC e)a e

.L“"“*7T+2]\,7T keC
19. )"L:—.Q)———GT b)r=7%,x=

5
r=14,x=57

Wi

™
b):c:%vr—i—kw,a::%w-klwr,kec

keC 3.16. Nierdwnosci
trygonometryczne

= §m+2km, ke C 1. a)tG("—FOMr, 7r—|—2k7r),lceC

T

C b) 2 € (3w -+ 2km; 4w -+ 2km), ke C

D c) we (&m + 2km; fr + 2hw), ke C

B d) z e R\{m + 2kn : ke C}
e)xe(3+m,§+m),hec

) ze (5 +kmdr+km), ke C

. a:%w, b:%w
a)xe‘(’g—kk"r;?ﬂ—l—hr) ke C
b) we (=F +kmF+ k), ke C
c)7e(2kfr 7T+)]\7T/,]EC
d) z e R\ {Z + 2km, Sm+ 2km

3. a)me(%—i—kvr,zr—!-lm),luec
b) (%+/ﬂ7r;%7r+kﬂ'>, ke C

a)z=kr,keC
b)x——”-{» ,keC
¢)xr= Im @ = Emw+ 2k,
1—-—7r+’>k7r keC
d)a:—1+ keC
e)m—’”"' 7;——"-}— ,keC

-

f) T =3 -+ n,T', v =g s ..m.h’, ke C

b

ke C}

a) x = 2km, z = Z 4 dkm, = %77 + 4k,

keC . c)meR\{’”~k€-C}
b):c=2k7r,:c=:—17r+k7r,m::§+2k7r, d) ze{—T + 2 x4 2k, ke O
ke C 4.b_—

c)’c:gﬂ'—i—‘llm,k;ec a)ae(———l—mr ll—i—lmr) ke C
a) ar b) b)fre(—‘——kl.rr I\n',u
a);t=5+kvr,9:=%7r+2kr7r, U (5 +km§+kn), keC

@ = 3w+ 2kn, ke C 5. )’E(O*v) U(“W 7r)
b):1::—%+k7w,11=%+k7r,k60

c) x =% 4 2km = %ﬂ‘ 4 2kw, ke C

b)ze((),l, )u(-—rr\)
£ )
d) v =—% +2km, 0= T

o we (2:5)

T 4 2, Lk=C o (;m _;ﬁ

2

{ 7
Wakazoéwka. Zapisz réwnanie w postaci 6. a) x € (0; %)
sin 22:(1 4 2 cos ) = cos (1l + 2cos x). ( )
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10. C

11. a) LC( 7+ 2k, —7‘+7k’r) keC
b) z € (L +2km; § + 2km) U
(%+2k'fr;%7r+2k7r),keC c)zeR
dyze (~%Z+kr,E+kr), keC

12. a)zr e (% + 2k fg—vr+2k7r), keC
b)xe<§+2k7r;g7r—l—2k7r>,kec
)az=—%+2kr, =75 +2kr, keC

13. ae(O;g)u(%;gﬂ')

14. a € (£+k7r;§7r+k:7r) ke C

15. a)me(O ) (17r rr)
b)me(mﬂ',z)u(ﬁzﬂ 7T)
re@F)u(Em
d) e (0,5 u(%vr; 1,_}) U (%w; F7)

Zestawy powtérzeniowe

1. a) 5i11a=\;l§,cosa:%,1;ga:_\/§,
= 3

ctga = —%=
b) sina = l,/;, cosa = —1, tga = —/3,
ctga*~—‘§_§
¢) sina = ..N_;_g’ cosa = —3%, tga = /3,
ctga:——‘%—§
d) sina = %__5’ Ccos v = %, tgo = \/g)
ctga = %

2.0 4 0)F 9 F 90 e F

\/_ 3 Py
G
f) %
5 T 7 11
4. a) —gm, —F, §T § 7
9 7 T @ T 9
b) ":[7r7 —37 T A a7 1T
7 2 et
c) %, 37r, Im d) —imw, %, 37

5. a) f(D) = (=3;1), rosnaca
b) f(D) = {2;4), malejaca
c) f(D) =
d) f(D) =

R, malejaca
(—0; 1), rosnaca

10.

1t.

12.

13.
14.

.a)ir b))% ¢ %

. a) cosa—mg—a‘/—i,tga:_\/Tii
ctga = —2/2
b) sina = —%, tga = 3, ctgar = 3
¢) sina= -2 cosa = lég,ctgaz_%
d) sina = \gﬁ’ cos e = 3\1/(}_07 tga =1

. a) sin{a+ B) = L%’_‘/_—,
cos(a—B) = :ﬁl;‘i@
b) sin(a + B8) = W’

cos{a — B) = ____15\/645\/ﬁ

La)z £k keC

b)yz#5+krkeC
)z# i, keC d)z» 4, keC

a)x=—s tkm, = En+kr, keC
b) @ = — % + 2k,

= -12571'-5—27671', ke C

r=2+5 keC

ks

3

a) brak rozwiazan

b) & = km, x = —F -+ 2k,

m:%—{—fﬂm,keC

dr=%keC

Q) z = 2km, v = En+km, ke C

e)zx=5+kmkeC

fHz=hkm,a=5+kr, keC

a) tak b) nie

a)x:%kvr,rrs—%—%—%kvr, keC

b)m:kﬂ',x:-g—&—%lm,
=Z+2km keC

o)z =fF+ 5, v=—F+3km
z=%+3%km keC
ds=kmae=-%+5 keC

e)z=kr,x =% +kr, keC
f) =73+ 3kn, keC

. a)a:::?k;w,m=%+§k7r,k€0

b)yaz=%5+kr,keC

.a) f(x)y=1—cos2x, D=R,

Te(~5i %

b) f(z) =%+ cos2z, D=R, z=0,
¢) fx) = cos(2c—F),
D=R\{i ke C},

ve(=3m0) v (6§
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17.

18.

19.
21.

22.

23.
24.
25.

26.

27.
28.

29.
30.

31.
32.

a)x e (-—Tr ~27r) (r -;“— k—J
v (=%:0) v (§3m) v (§m2m) v (5 87)
b) a:e{—~7r,-—2, dn}u

v{=gm—Fmyul(Figm v
a) a€{0;2) b)ae{(-5;w)
c)ae(3;1)
a)0 b)0 c) 2
a)z# 2 heC
b)x# L +kn, keC
a)yr# %5 +kn,keC
b)z#E+km,o# T+ keC

El

sinQru:——‘[§ cos2p = %
-3 b 9%

a) sin3a = LY cos3a = 28
b) sill3a:—5z)/§,c083a:—l§
a)m:—’;z—",l;:ec

b)a=2+5% keC
c)m::2/a:7r,m:§+§k7r,k,e(3
d)z=kmr,x=%L+2kn, keC
e)x= 5 4+ kw, x={% +kn,
m:%ﬁ—i—k:'ﬂ,kGC
Haz=54+5 keC

a:-«lzr-
a)z=5+km, =% +"” keC
b)m:l‘é’l,zz——~7r+2k7r,

T = % 4 2km, ke C-

wis

a)z=7+2kw, ke C

b)z = +2kr, = %7&‘+2k7r, keC
c)z=kmr, x= —% -+ 2k,

z =5 +2km, ke C
d)yz=km, z= "T—i—}"T’T,k’eC
e)r= L-I«’”"7 = Z 4+ km,
T = 67T+]\.7T, keC
f)z=%+2kmr, ke C
a)0,%,m 2m2r b) I,m én
a) f(z) = ﬁsin(x + %),
wartogé najmniejsza: —+/2,
wartoéé najwigksza: /2

286  Odpowiedzi do zadan, s. 122-125

d)@ e)l:ﬁ f) —

(FmEm)

1
2

33.
34.

35.

36.
37.

38.

40.
41.

432.

43.
44.

46.

b) f(z) = 2sin(az + %)
warto$é najimniejsza: —2,
wartodé najwieksza: 2

1 dla sinz >0
c) fla) =

. I
cos2x  dla sinz <0
wartesé najmniejsza: —1,
wartosé najwieksza: 1
i sin 2z + 1
d) f(z) =

. )
sin2z —1 dla tgz <0
warto$é¢ najmniejsza: —2,

dla tgz >0

wartoéé najwigksza: 2
/’(D) — / 1.3y

\553/
a) a e {(—vZ;v/2)
b) ae(—¥3; 3

—~
=il
3

Wity TN
w[3
3
~— 3

- C

~—

(§mim)

o
m
—~—
|
I

A

wly

iy

wite 3
3

[

dla cosz =0
dla cosz < 0

—é—sin.?m dla tgz >0

o
N
oy
—

=
s

,,_A__\f-/\—\|
L£
v =
L~
=
N
Qti

—%sin2z dla tgx <0

) F) f 1 dla cosx >0
c x) = -
l——l dla cosxz <0
a=-1,a=1

. w € dkm; 27 + dkn), ke C

Wskazéwka. Zapisz nieréwnosé
% sin2z < 2sin £ w postaci

sin & (2cos® § —cos £ - 1) < 0.

a) a®+ab b) (z-+1)°

a) tg(z +y) = 3, tglz —y) = -13
b) tg(%‘+'y) =-8 tgla -y =-8

bja# i keC d)o+#% keC
talk
a) = km, v = —% + km,

x =g +km, /’a:EC

b)x=%+2km a=—-5+kr keC
c)r=%+kn, keC

dyz=2+% kecC

a = —1

47.
48.
49.

50.

51.

52.

58.
59.

tgs =2lubtgf =3
r=Fkn, ke C

& ze (5:57)

b) z € (-:{-,%’ﬂ) V] %71’;71’)
c)ze (O;%) v %ﬂ';‘ﬁ)
d)we (0;5) v (5:m)
a) f(D) ={(-3;%)

Wskazéwka. Wyznacz zbiér wartosci
funkeji g(t) = —2t% + 2t + 1 o dziedzinie

Dy ={-1;1).

b) f(D) = {1511}

a) re(0; %) u{dm %7’[‘) U (3m;2m)
b) ze{Z}ulm %ﬂ'}

a) ze {Z}u{dmB)u(5;6)
b)ze (* —7r) v (377, g'n')

33

. Wskazdwka. Po zastosowaniu wzordéw

na tangens réznicy katéw i tangens
podwojonego kata réwnanie mozna
zapisaé¢ w postaci: tg?x = 9.

cos 2z = —0,8

.a)a=-sln4d, b=sin3, c=sinl, d=sin2

. Wskazéwka. f(a) =

[v2cos(z — 2)],
D=R\{4 :keC}

. a) me (—o0;1) u{3;000)

b) me <“‘“172\/’2-§ i“‘4_3\/§>

ae (0§) v (%3

a) z = cos® a+sina, y = cos a(l — sin )

b) fla) = cos® a +1, f(D) =<2

4.1. Pojecie ciggu

1.

4.

. a)ap. 2, 5,

a) 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96

b) 2, 4, 8, 16, 32, 64
e)1,2,3,4,3,2 1

d) 1,2, 3, 4,5, 6,8, 10, 12, 15, 20, 24,
30, 40, 60, 120

7,12, 19, 31
b) np. 2, 5, 10, 50, 500, 25000

B

5. B

D

7. a) 3, 27,351, 153, 153
b) 18, 513, 153, 153, 153
c) 24, 72, 351, 153, 153

8. 63

e

0 dlanz=4
9.a)an=4<1 dlan=3
2 dlane{1,2}
b) an = M3 dlan > 3

4.2. Sposoby ckreslania ciggu

1. a) 1, 3,6, 10, 15, 21
b) 1, 2, 6, 24, 120, 720
2.a)7,9, 11, 13, 15
b) 3, 10, 21, 36, 55
c) 0, 6, 24 60, 120
4035 %3
e) =2, 4, =8, 16, —32
£) 0, 2%, 22, 41 42
g) 2, 22’ 1:1%’ 1 1%‘
h)0,3,0,%,0
i)1,0,1,0,1
3. a) up. a, = 11n, ag = 88
b) np. an =5 (=1)",
c) np. an =n?, ag = 512

aB:S

d) np. an =5n—4, ag = 36
e) np. a, = gz;i, ag = %
f) up. an = \/1_, ag =
g) np. an = 1019 Loag = 11 111111
h) up. an =1-10°4+2-10" +... +
+(n—1)-10""2% 4+ n-10"7,

ag = 87654 321

o

H
5l

I&H

4. a)ar=1,a2=1,a3=3,as =5,ar =7

b) az = 8, as = 8, as = 64, ag = 24,

ar = 216
5. az,as
6. a)ne{23,...,8}

b) ne {1,2,3,4,5}
7.a)yne{l,2,...,5}

b) ne{1,2} v {6,7,8,...}
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. dlam=3:3, 4,5, 6;

dlam=4:4,5,6,7,8;
dlam=5:5,6,7,8,9, 10;
dlam =13: a7 = 19, ag = 20

b -
D
D
C
a=1, apn =n(n—3)(n—5),

an, > 120dlan > 9

‘a) an >1dlane{l}u{7,89,...}
YT . :

S 0 T

01
a) an = —n?+ 6n, ag = —16

b) an = in® —n —4, ag = 20
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17. a)a3:4
VAo

!

b) a2 =20
Y,_ﬁ P

|

¢) an, =1 dla n = 6k, gdzie k€ N
Yol e

¢

ol 1. .

18. Wskazéwka. Zauwaz, Ze a, =

4.3. Ciagi monotoniczne (1)

4. a), b), d) malejagcy c) rosnacy

6. a)np.z=5,y=>52=5
b)np.a=-7,y=-72=—6
np.x=2,y=3,2=3

7. a) np. 4, 4, 4, 3, 3, -6
b) np. 0,0,0,0, -1, -2
)np. 1,333 50 5

10. a) niemonotoniczny b) niemalejgcy

¢) rosnagcy d) niemonotoniczuy

2:10" —1
10n+l-5"

11.
12.
13.
14.
15.
16.

7.

18.
19.

20.

D

B

C -

a), b) malejacy c) rosnacy
a), b), ¢) rosnacy

a) np. an = —N

b) np. @n =5 —n

¢) nie, np. an = (=1)" - n

a) k=4, an = 28

b) (bn) rosnacy, (c,) malejacy

a) (an) rosnacy, (bn) malejacy
ayk>1 b)k>0
a) ke R\{0} b)k<5 c)k=-7

4.4. Ciagi okreélone rekurencyjnie

1.

w

~N O W

a) 2, —1, —4, =7, —10
b) —5, 0, 10, 30, 70

c) -3, -1, ~2, =5, ~16
d) +/2,1,1,2,15

.a)z=20 byz=3

.a)ar =4, g1 =an+5 dlan

=1
b) a1 =1, Gnti = tn — Jdlan=1

— 1
C) a1 =2, Gnt1 = Gn = n(n-+1)

dlan>1

d) a1 = -1, an41 = an +2n—1
dlanz=1

.a)ay =12, an1 =4an dlan =1
b) a1 = ~2, Gnt1 = —ln dlan=>=1
¢)ar=-%, anp1 =3andlanz=1

-3
d) ay = ‘\/g, Un41 = Un 212
dianz=1

JA-TV,B-1ILC-1,D-1I

.a)ar =0 b)(L]_=% c)ay =2

1 1

1 1.
- a) 3, §» 39 300

np. a1 = 3, Gnpr = iy dlan =1

b) 2, 8, 48, 384; np. a1 = 2,
np1 = 2(n+1)a, dlan =1
e) 1,2, %, 3—?, np. a1 = 1,
Anp4-1 = G (ﬂ%l-)“ dlan=1

8. a) 1,2, 4,8, 16, 3% an = 277"
b) 1,2 3,45 6 an=mn

9. D
10. B
11. C

12. a) an = (=3)""" b) a, =2" 4+ (-1)"""
14. a17 =6

15. a0 = 35

16. 5 galezi,
1 =w2 =1

Tpts = Tyl +2n dlanz=l

4.5. Ciagi monotoniczne (2)

1. a), ), e) rosngcy b), d), f) malejacy
2. a) rosnacy b) niemonotoniczny
¢) malejacy
3. a) malejgcy b) rosnacy
¢) niemonotoniczny
4. (ay,) rosnacy, (bn) rosnacy, (cn) rosnacy,
(dn) malejacy
5. (cn) malejacy, (dn) staly
7. B
8. C
9. C
2. niemonotoniczny
13. a) ke (~o0;—1) U (2;0) b) ke {0;0)
14. aznp1 — azn >0
15. a), b), ¢) niemalejacy
16. z € (%’I+k7r;-’2£+krr) V]
U (5 +km i+ k), gdzie ke C
17. 1,1,—1,-1,1,1

4.6. Ciag arytmetyczny (1)

1. a) 1, 3, 5, 7; ain = 19, azg = 39
b) —5, —4, =3, =2; a10 =4, az =14
C) 0, %, 1, %; aip = %, azp = -1-.22

d) '—G, -—6, "6, —6; aig = >6, a0 = —6

Orlpowiedzi do zada#, 5. 132-138 289




e) 4, 2, 0, —2; aijpg = —14, a0 = —34
f) 3v/2, 4v/2, 54/2, 6+/2; a10 = 12v2,
Qoo = 22\/5

.a)66 b) =7 c)13V5

cayr=1,a,=n+3

b) r=6, an =6n—9
c)r=—3%an=—in+5%
d) 7T =5, ans= 5n — 14

.a)ar=1,a,=2n~1

b) a1 =12, a, = 15— 3n
c)ar=~7, an=in— 74

d) U/l:l‘["\/g» arn,:\/gn“l‘l

.a)an=3n—4, a5 = 14

b) an =20 — 4n, ag = —4

c) an = %71——6, ag = —3
cayz=T,y=11

b) =155,y =27, z = 38,5
sa)ar=-2,r=>5

b) a1 = 3,5, r = —0,5

a =2 r=-3luba;=~1,r=2

8.a)z=1-+v3luba=1++3 b)z=10

14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.

. szesnasty
10.
11.
12.
13.

a) —%,0,%,1 b) -6, -5, —4, —3
B

C

@

a1 = —2, 15 wyrazéw
2,4,61ub6, 4, 2

a) =5, =3, -1, 1 lub =1, 1, 3, 5 lub
~3 -6, =1 —+/6, 1 — /6, 3 —+/6 lub
V6—-3,v6—1,v6+1,v6+3

b) 6, —2, —10, —18
c=4dcm,y=06cm,z=8cm

108 m?

Sp,p, 3p

Zm,4m,6m

5 dni
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4.7. Ciag arytmetyczny (2)
1.
2.
3.

6.
7.

. a)ne{3,4,56,7}

a), c) vosngcy b), d) malejacy
a), c), e), f) nie b), d) tak
a) an =5n—4: 1,6, 11, 16
b) an = -3n+1; =2, =5, =8, —11
c) ay = an+b; a-+b, 2a+ b, 3a + b,
4a +b
ca)an=2n-—"5 a, <0dlane (1,2}
Y ; ; [}
o
g ; :
o1 ' X
b)a,=-n+4,a,<0dlan=5
ie

b) ne {3,4,5}
c)yne{l,?23,...,10,11}
C

C

8. C
9. D
10. 1Ly =4z —9_
11. a) by =11—4n b) b, =9—4dn
12. a) tak, by = aq, v’ = 2r
b) tak, by = a1 + 1,7 =2r +1
) tak, by = 5r(2a1 + ), ' = 1072
14. a) ke (=1 — /2 -1+ v2)
b) ke (—w;—2) u (—1;1)
c) k=-1
15. a, = 3n —8,a10 = 22
16. P, =7m(2n+2x —1);2 =3
18. b) 135, 210, 345, 420, 555, 630, 765, 840,

975

4.8. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego

1. a) S = 81, Sis = 324

b) So = —63, S1s = —369

C) S‘J = 4915) ’S’].S = 22075
2. a) 115 b) —185 ¢) 10,5 d) 10+ 352
3. a) 11 wyrazdw, S11 = 209

b) 20 wyrazdw, Szo = —440

c) 15 wyrazéw, Sis = 75

d) 18 wyrazdw, Sig =0

4. a) 9900 b) 255000 c¢) 2430

5. a) 1225 b) 1650

6. 1980

7. a) 4400 b) 19000 <) 4095

8. a) an = %n — % S5 + S0 = 82,5
b) a, = —1, S + S0 = —15 lub
ay, = g'n, — —152, S5 + 510 =33

¢) an =2n—4, S5 + S1o = 80 lub
Gy =4 —2n, S5 + S10 = —8N

S.a)n=4 b)n=7T7 c)n=11
10. a), d) tak b), c) nie
11. B

12.
13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.

C

A

C

a)r=234 b)s=-3 c)z=—4
a) an = 22 rosngey

42
b) an = 3+ £, malejacy
c) an = 211’:]1, rosnacy
40

co najmniej 8
ayn=4lubn=9 b)n=10
15a

an =3n—2,b, =2n—-1

4.9. Ciag geometryczny (1)

1.

a) an = 27772, a5 = 128

b) an =5-0,1""1, a5 = 0,0005

c) an=9- (%)"—1, as = 1%
n—1

d) a, =16 - (_%) , a5 = 5

e)an=5-(-=1)"1 as=5

£) an = (—V3)", as = —0v3

. a) a2:18, CL3=12,CL4:8, anS%

bYas=-9,a3=09, as = -9, ag = —9
c) az =2 -2, a3 =22 -2,
g =4 — 24/2, ag = 8 — 4+/2

.a)as =125 b)as =255 c)as=—-%
d) a1a=—13 e)ao =% f) aio =93

. a)a =-108 b)a = -3

¢) a1 = 1562,5

. a)qz% b)q:—\/_ﬁluqux/ﬁ

c) g=+/3

. a) an = 98- b) an = % (%)‘IL—-‘Z

c) an=6-(—=1)" d) a,=3-10""3
e) an =2 5" lub a, =2 (=5)*™"
) an = - (\fg)n lub

(=yn+t ,(\/g)”

Qn = 25

ca)w=-301ubx =30

;= _3V2 o=
b) z=—3L lub a = %@

c) z==2v2lub z = 2+/2

. a) 2¢/2, 8, 16v/2 lub —2+/2, 8, —16+/2

b) 18, 12, 8 lub —18, 12, —8
¢) V6, 3v/2, 36 lub —/6, 3v/2, —3v6
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9-@1:%1(1:5 19.
10. an = —% 3" lub an = 1.3t

11. siédmy

5—n
an=23-2772

4.11. Suma poczatkowych wyrazéw

ciggu geometrycznego

12. B 1. a) 189 b) 15,75 c) —182
13. B 2. a) =255 b) 2% <) 93 (1—2) d)100
14. B 3. 2)2 b)48
15. C - 4 \,_
16. 10 zt,20 zi, 40 21 1; .
B |
17. a) 141 b) /1255 b A/ 5 X
i
18. a) 1 m b) 1419 1 Jub 2v/55 m !
| s
4.10. Ciag geometryczny (2) DR AN FR SRR SRS R
5.a)0 byz ¢)0 d)z
1. a) malejacy b), e?, f) rosnacy 6. a) an =5- -
c), d) niemonotoniczny B) an = — (=3)""* lub 6 = 1.96-n
2. a), b), d), f) nie <), €) tak 7.2)7 b)4
1/.. n \/g k3
3. a) an:(—ﬁil— lub an=—~(—6—)— 8. 5
b) an = 5" 9. Sy = 381 lub Sy = 7282

c) an = V2 (\/g)n_l Iub

L 8
4. a)x=—% b)z=0lubz=2 12
c)z=0lubz=2
5.q=—3lubq=——13 13.
6. a1:1215,q:%1ub alzg%,q-tii 14.
7. 5, —10, 20 lub 20, —10, 5; 15.
oba ciggi niemonotoniczne 16.
8. a) 32,16,8,4 b)8,4,2,1 18.
9. an =2""! lub a, =2°7" 19.
10. 27 4
11. a) nie b) tak
12. D
13. D 2
14. A .
15. B
18. a) by =3-5"7" b) an =3- 5n Tt —1 4.

2902  Odpowiedzi do zadaf, s. 147-154

qg=—2,a1 =3

v

e w O

(va-1)

[e2]

q:Z,al =1
238

b) (%)

13};

12. Ciagi arytmetyczne i ciggi
geometryczne — zadania

1. ap =2n—4

510
.a) 0,8 b)25-(%)
3. a) 11,5,—1 ub 2,5,8

b) —6,6,18 lub 10,6,2
—9,4,—8 lub —8,4, 2

5. a) §,121ub ,-3 b) 3,9 lub %,4%
c)i,2

6. 6,18 lub —5,123
7. a) 200 b) 48
8. C

9. D
10. D

11. 1,3,5 lub 2 — 2¢/2,3,4 4+ 2+/2 lub
24 242,3,4—2/2

12. 1,2, 4

9 5
15 3,8 85 b 1,30
14. ¢ = \/32-—1’“1 <0

15. g=—21lubg=1

16. z = —4,y = —2 lllbﬂc:%,g/:ilub
r=y=0

17. a) As(7, 128) b) 'A3.44‘ = 24/145
18. 4, 8, 16, 32

4.13. Procent skiadany

1. a) 5304,50 z1 b) 5512,50 z
c) 6083,26 zt d) 7346,64 21
e) 8144,47 z1 f) 16 035,68 2l

2. a) 12836,27 zt b) 12775,15 zl
€) 13272,12 z1

3. a) 2762,82 zl, zmniejszylaby si¢
0 596,29 71
b) 6288,95 zi, zmniejszylaby si¢
0 1486,51 z1

4. a) 500 zt b) 2000 zt
5. 6000 zt

6. a) 6333,85 z1 b) 6344,93 =l
c) 6352,45 z1 d) 6356,12 zl

7. a) 2748,97 71 b) 2726,61 2
8. 4,6%
8. 15590,24 z1; 0 2775,91 =l

10. C

11.

12.

13.

14.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

C
A

a) 29 400zt

b) Wskazéwka. Zauwaz, ze odsetki

w k-tej racie wynoszg:
I, =rK(1—- %)

nie

. 62,89%, 49075,38 =t

a) 452,56 z1 b) 463,71 zt

po 8 latach: 4791,40 z,
po 20 latach: 15484,60 zt

a) 143183,39 zt b) 200144,82 zl
c) 228151,10 2

14761,34 zt
44 518,22 71, 81 108,96 zl

8024,26 zt

4.14. Granica ciggu

1.a)0 b)0 ¢)3 d) -2 e)3 f) -4

2.

3.

a)0 b)5 ¢)—=2 d)4 e)1 )0
a) a1, a2z b) a1, a2, as, a, as

c) ai, az,...,a20 d) ai, az,...,a209
.a)9 b)39 c) 19

.a)-3 b)2 ¢)1 d)5

D

C

C
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10.

11.

12.
13.

14.

b) tak, lim a, =1
'n,—rco“ )
YA oo

1
L

o1 %

i

a) dzn-1 = 1, a2, = 3; nie

b) Aon—1 = 271f;’ G2n = 21;:3’ nie

c) Gan-1 = —1, a2, = 1; nie

a)n>5 b)n>90000 c)n>10

d) n > 99

n = 250

a)n =

b) n = 317

a)np.an=6—2% b)np. an = V2+ 1

¢) mp. an = 7+ £

4.15. Granica niewlasciwa

1.

2.

lim a, = oo, lim b, = —00
n—> n—w
a)ow b) —w c)w d) —w e)-—wx

f)

3. a)w b)—-w c)—w

d) lim an, nie istnieje
-0

4. C

5. D

6. C

7. a) nie b) tak

8. a) n = 252, n = 502

4.16. Obliczanie granic ciggéw (1)

1.

a) -1 b)2 ¢)2i d)2 e) -7
f) -1t g) —2% h) -3 i) -1}
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2.a)0 b)5 ¢)90
3.a)4 b)1i c)25 d) 1
4. a) —% b)4 ) —5 d) 13 €)8 )3
5. i an =}, iy bo =0
6. a), b), ¢), e), f) tak d) nie
. D
LA
. D
10. D
11.2)8 D)0 ¢) 5 d); e 1 £)0
12.2) 1 b) 1
13.a)1 b) ~2 ¢)w d)0

14.

. a) —w b)c

SIS

.17. Obliczanie granic ciggdéw (2)

f) w

2. a)w b) —w <) w

3.a)w b)-w c)cw d)w e)—w

fyoo g)w h) —c0 i) —co

4. a) lim on = o0; lim b, = —00;
-0 D=L
lim Cn = 0O
—r G0
b) lim a, = o0; lim b, = <0;
n— G kI dvs)
lim ¢n =
n—%0
5. a) lim a, = o0; lim b, = o0;
=0 TN—C
im ¢p = 0
T D
b) lim a, = —oo; lim b, = —o0;
Nn—ao N=-= O
lim ¢, =0
T—r 0
6.2a)0 by ¢) & d)co
7. C
8. A
9. D
10. a) —c0 b)
11. a) & b) —w©
12. a) k=1 b) ke (—w0;0) u (1;00)
c) k=3
13.a)% b): o) %

) —o d) w e) —om

14.
15.
16.
17.
18.

et

10.
11.
12.

13.

i4.

a)0 b)0 ¢)0
a)b b) 7

a)8 b)8 )2 d)1
b) 13

als
o

ze (55 %)

.18. Szereg geometryczny

@) 8= (1 (1)) 8= 3

b) Sn=2(1-(-%)");5=2

a) 20 b) =27 ¢) 6 d) —80 e) 2++2

f) 3 (V6 -v2)

. a)24 b) —41% c) 16% d) 43

e) £ (1-+5) ) 0,64

. a) rozbiezny b) TE ¢) 1+ %2 f

-7

.a)g=% b)a=-19 c)q:iiﬁ
d)((.lz:g_::;\/g e)alzl—«kz f)q:%,-

ca)a; =48, ¢=—3 lub ay = 16,¢ = }

b)a; =18, ¢=3 luba; =9,¢=2

‘T’%d)Q e)99

275
a)me(—%;g b)me(-ﬁ )
B
D
D
a)r=3 b)a=-3luba=4 c)a=2
d) z = § +2knw lub o = —F + 2kw, gdzie
keC
a)z e <711, %) b) Nie ma takiego z.

c)xe (—1; “25”/5> v (ZEEJ)

8) f(z) = 5%, D = (-2;2

X

fz)>0dlaze (-2;2)

b) f(:l?) a,+3’ = ("“3ﬂ 3)

|
i :

f(z) >Odlaxe(-3;0)
C) f( )_a: 57

Y

= (—00; —5) U (5;00)

| \
Tor ol Sl X
f(z) > 0 dla z € (—w0; —5) U (5; )
d) f(z) = 755, D = (—0; ~2) v (2;0)
P AY L
* : : | 1X
T R :

i
i [

Funkcja f nie przyjmuje wartosci
dodatnich.

15. a) a1 = —6,¢g = -1 b) 192
16. 13
17. a) 1,1,-1,-1,1,1 b) £

Zestawy powtdrzeniowe

1.

a) tak, an, >0dlan >3
b) nie, an > 0 dla n € {3,4,5}
c) tak, an > 0 dlane Ny

. a) an = 4n — 7, rosnacy

b) an = 10 — 3n, malejacy

c) an = %(10 — n), malejacy

. a)27% b) =15 ¢) V5§
. a) 160 b) —160 lub —80 c) 64
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5. a) —24 b) 88 c¢) —12 d) 24p

. Qn = %n——l%,590=75 Tub

an = —3n+13%, S20 = —T75

7. a) 20 b) 27%

N = 6,85 = 60

9. a)z=—17 b)xz=230

10.
11.
12.

13.

14.
15.
16.
i7.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

¢)z=—1llubax=15 d)z=-65
8 bokéw

a) tak b) tak c) tak

a) an = ~A§”_3,
b) an = 2%2, malejacy lub

=4. (_2)1:-5&,

¢) an = 5°7", malejacy

malejacy

niemonotoniczny

a) az = 3,a5 = 81 lub az = -3,

as =874

b) a2 =1l,as =8 ¢) az =2, as = —16
a) 103 b) 30+ 14v2 ¢) 13+/3 — 40
a) 31% lub -2042 b) 328 ¢)0

1
9
3
Gy = 2" lub an =3~ (\/—2_)“_1

a) tak b) tak

okoto 4,08%

a) okolo 16766 z1 b) okolo 2171 zl
a) an = —bn + 15, S10 = —125

b) an = 24/3n — 34/3 + 1,

S10 =10 (1+8v3)

a) malejacy, S = 16

b) rosnacy, S = —5

24. a) malejagcy b) rosnacy

¢) niemonotoniczny

27. 924
28. 755

30. o= —1,y=—6lubz=—25y=—54

31. a) 2

32.2) 0 b) ®

296 Odpowiedzi do zadan, s. 171-176

b)0 ¢)—w d) -3 e)e )0

33.
34.
35.
36.

ayp=4 b)p=-—1
a) 4+ 2+/3 b) 22Eee
a) 3 b) 1L ) 25 d) 4+

a)rE( oo——;)u(l OO)
b)ae(’—fOQ(l_ ))
U (2(1+v2);2+ VI0)
Yz #F+kmkeC

37. a) z € (—o0; —=3) v (1;00),
im an = T?TI
n—>o
b) z € ( + km; i7r+k7r>, keC,
Jim an = 2
38. a)me( 3,3) S = =5 4 s
S =2dla v:_‘—é
b)ze (-— ;—%)u( oo) S = 2= )T“,
§=2dhaxe{-1,155, Jz-v—}
40. z =

41.

), f(z)=x+1

42. rosnacy, hn’clo Ap, = 2
43. rosnycy
44. a) t b) &

45. a, =27 - ( )” ', 5 =81lub

an =27 ( s . 175:23%

46. b) as = —2

a7. a (v2+1)

48. a) nie, 8331 cm® b) 7
49. 2

6

6

6

58. a) D = (0;

66.

n2tn— 24n—
50. a) 222 G, = 2 dn-d p) 5

5l. m=2

53. A= -3,B= 12
54, 1
55. —1,2,~4 lub —4,2, -1

56. lim a, = 1, rosnacy

0

57. a) rozbiezny

b) lim a, =0
N0
¢) rozbiezny

59. a) v =3+ 2v3 b) ze (0;11 +8V2)

0. me (1; 1%)
1. b=0,09%a <0
3. a) 4951

102" +4.107 ~5
6. an = +9 2, b

__ 10742
e 3

5.1. Granica funkcji w punkcie

1.a)s b)0 ¢)1 d)2
2.2)0 b) —1

3. a) nie b) nie ¢) nie d) tak
4. a) —2,—1,0 b) —2,0,2
5.a)a=4 b)aeR

6. D

7. B

8. D

10. a) lim1 g(z)=6

b) limlg(:c) =3, .1111]19(90) =1
c) Mlimg glz)y=1

11.aym=4 b)ym=1

13); f(z) =32" —da+1 b)

5.2. Obliczanie granic

1.a)8 b)1l ¢) -4

2. a) -1 b) -£ ¢)-10

3.a)—%2 b)0 ¢)1

4.a) 2 b) -9 )0 d) 2 e) i f) 32
I SRVENVES

5.2)8 b) %2 )1 d)i e)1 £

6. a)a=41
b)a:ﬁ—-lluba:— 2—-1
c)a=—2

7.a)zo=3 b)zg=2lubxo =3

8.
9.
10.
11.
12.
i3.

14. a

c) zo=—4lub xo =4
b o

A

A

a) 2 b)3 ¢) i

a) tak b) tak c) tak
ae(‘/i‘l \/_+1)

a)2 b)

W=

5.3. Granice jednostronne

1.
2.

6.
7.
8.
9.

.a)l b)0 ¢)0 d) —1 e)——%
5. a) hm flz)=1,

a)5 b)3 ¢)2 d)2

a) 1, 2, nie b) 4, 2, nie ¢) 1, 1, tak
d) 0, 0, tak

. Aby wykazaé, ze nie ma granicy funkcji f

w punkcie o, nalezy zauwazy¢, ze granice
jednostronne w tym punkcie sg rézne.
Wskazéwka do b) f(z) = l—};:—‘}[)

f) -1
lim f(z)=0,1%#0
zo1t

b) hm @)= 3 lim f(z) =3,
w1t

—3?&3

B

D

B
SERSE
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L ; 2.
10. y Lo

ol s 2 4
a)2 b)0 c)2 d)0
i -1 dlaa <2
11. ap. f(z) = {-‘1 Qo> 2 )

12. a) Hl_ilgl_(f(w +1) —glz—-1)) =1,

a)Z byd cy—-1 d)—% €3 )0
g) 0 h) —w i) w

La=3b=2c=4

. kolejnoc: stopnien licznika, stopien

mianownika, granica w o0, granica w —o

a)2,2 3,1 b)2,3,0,0

C) 4, 3, 0, —C0

.a)0 b)0 ¢)0 d)w e)0 f) -2

g)2 h)ow i)0

1im+(f($+ D—glz—1))=1 6.a)y=0w+m b)y=0w +0
e
f))tak c)y:%wim d) y=-5w *co
e)y=0w £ f)y:—% w oo
5.4. Granice niewladciwe 7. a) y =3 w o, x = —1 — obustronna
Y= — z = 2 - obust &
1.a)w b) —® ¢) ® b) vy 4w+, z obustronna
) o ¢) y=0w +00, v = —1 - obustronna,
2. 2) ilinlf(x) =% al.l—r»nsf(x) = x = 1 - obustronna
b) ‘1i1111+ fl@) =00 d) y=0w £, z = —3 - obustronna
c) lim f(z) = —o, Iier )= e) y=1w +w, v = —1 — obustronna
x—27 x—2
. . £) y=0w £, x = —3 - obustronna,
3. a) nie b) tak «¢) nie L obustronna
4. a) w b) —w ¢)oo d) —w e)w f) o s A
5. a) nie b) tak c) nie 9. C
6.a)r=-7 b)z=-3 ¢c)z=—4 10. C
T.a)z=-2z=2 b)az=1 11. lim f(x) =0, lin} g(z) = %
L0 a—ro0
c)a::—?,fa;::O Z)HJ:“Z"%_Q 12. a=—Zluba=1luba=2
e)xz=1 r= - 3
: ) 13. a) D =(2;w),y=1w w0,
8. D brak asymptot pionowych
9. A b) D = (5;%0), y =2 w o0,
10. D x = 5 — prawostronna
c) D =(-=2%2),
11. b) 1, 0,0

12. a+b# -2

13. a) z =1 b) brak asymptoty ¢) z =2 14.
4. a)z=~-1l,z=2 bya=-1,a=2 15.
c)z=-1l,z=1

5.5. Granica funkcji
w nieskonczonosci

1.a)w b) - ¢)—mn d)om e)oo 1.

f) —wo

298  Odpowiedzi do zaclan, s. 184-189

bralk asymptot poziomych,

-

a = 2 — lewostronna

a:O,b::—%luba:O,b=2
a)y=-Two,y=—2wW -
b)y=2w —00,y=3 w0

c)y=-3 w0

5.6. Cigglosé funkcji

a) Ma grauice i nie jest ciagta.
b) Nie ma granicy i nie jest ciggla.

¢) Ma granice, nie rozpatrujemy cigglosci
w punkcie, ktéry nie nalezy do dziedziny.
d) Ma granicg i jest ciggla.

3. a) niecieggia— b) ciagia

4. a) nie b) tak c) tak d) nie

5. a) nieciggla, —2 b) nieciggla, 7
c) ciggta d) nieciagla, —1, 1

6. a) a = —/11, a = +/11
b) Nie ma takiego a. ¢) a=~1,a=0
d)a=2

10. a) (L=3,b:%7czml

11, a3 = =2, 22 =3
0 dlam<-11
12, f(m)=<1 dlam=-11,
2 dlam>—11
funkcja f jest nieciggla, ma jeden punkt
nieciaglosei mg = —11.
13. D = R\{0, 2}, ciaggla

. &a dald<a<l
14 Pla)= 1928 o g > 1 > clagta

5.7. Wiasnosdci funkcji cigglych

1. Wskazéwka do a): f(z) = 22 + 4 — 5;
fO)==5<0, f(L)=1>0

2. a) jedno rozwiazanie w przedziale (1;2)
b) dwa rozwigzania: w przedziale
(—2;—1) i w przedziale (1;2)
c) jedno rozwigzanie w przedziale (1,;—, ”T)

3. (—0,5; —0,4)

4. a) (0,5;1) b) (0,5;0,75)

5. a) f(2) = 2: mozna
b) f(—=1) = f(1) = 3; mozna
¢) Nie przyjmuje; nie mozna, f nie jest
ciagla.

d) Nie przyjmuje; nie mozna, dziedzina
funkeji f nie jest przedziatem
domknigtym.
e) Nie przyjmuje; nie mozna, dziedzina
funkcji f nie jest przedzialem
domknigtym.
) f(2) = —2; nie mozua, f nie jest ciagla
oraz jej dziedzina nie jest przedziatem
domknietym.

6. a) f(0) = f(2) = 1; mozna
b) Nie przyjmuje; nie mozna, f nie jest
ciggla.
¢) Nie przyjmuje; nie mozna, dziedzina f
nie jest przedzialem domknigtym.
d) f(4) = 2; mozna

7. B

8. C

9. Nie mozna zastosowaé twierdzenia
0 przyjmowaniu wartosci posrednich,
gdyz funkcja f nie jest okreslona w calym
przedziale (—1;1).

10. = - dlugoéd sznurka, P(x) — pole czeéci
trawnika, z ktérej koza moze zjedé trawe;
P(2v3) =2r + $+/3~ 8,88 < 10,5,
P(3v2) =97+ 2 ~ 11,57 > 10,5

1l.aym=-4, M =8 bym=-3,M=9
c)ym=0,M=8 d)m=0,M=35

12. a) k=2++2 b) k=-%lubk=0

13. m =1, f nie przyjmuje najwieckszej
wartosci

5.8. Pochodna funkcji
1.a)l b)l ¢)4 d) -1
2. a) =5 b) —1,5
3.a)l b) -1 ¢) -1
4. a)dv+8 bya*+z—1
5.a) -2 b)4 ¢)0 d) —&
6. ['(2) =0, f'(4) =4, f'(-1) = -6
7. a) 1, 45° b) —1, 135°
c) -2, 117° d) -1, 166°
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8. B .

9. D
10. C
11. h=0,1
12. m = —
13. a) nie b) tak, f(2) =0
14, zo = —1, 21 =1

(S

5.9. Funkcja pochodna

1. a) f/(z)=3 b) flx)=a
2. a) fl(z) =22 —4 b) f(z)=—2x+4
c) f'(z) = —3a*
3. a) f'(x) = 2z, f(=3)=—6
b) f'(x) = 32, f'(2) =12
c) fl(x) = 473, f'(0) =0
d) f'(z) =5z, f'(-1) =5

o) f'(w) =~ f'(-2) = 1
£) fl(e) =%, f(1)=-2

4. a)y=§m+% b)y=31z+1
c)yy=—8z—16 d) y =28z — 16
e)y=3z+2 f) y =12z — 16

5. a) (3,4) b) (—v3,—3v3), (V3,3V5)
c) (1,1)

6. a) y =122 — 36
b)y= 120 + 16; y = 12z — 16
¢) Nie ma takich stycznych.

7.a)y= —iz— =
1) Nie ma takich stycznych.
c)y:-—x%—\/‘ J-———m—\/j‘z_

8. a) Nie ma takich stycznych.

b) y=—x—2,y=-—5+2

9. A

10. A

11, g1 =-2, T2 =1

12. f-1Lg-L A1

13. §

14. a =

el
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5.10. Dzialania na pochodnych

1. a) f/(a) = &z, f'(0) =0, f'(1) = ¢
b)f(-c)—Qm +3, f(0)y=3,f(1)=5
c)f(ﬂ")—-l‘ﬁm —4x+ 7, f10) =1,
f()=18
d) f'(x) = 2+ 4w, F1(0) =0, F(1)=75

2. a) f' (z) = 18%° — 10w — 4
b) f(z) — —8a% 4+ 272 — 20z — 12

3. a) f/(z) =242 +2
b) f(:v)f——lox +14a+6
c)j(z:)-4:v + 2122 4+ 8z + 28
ay f (cr\~—-«5x +43® + 182% + 10z — 15
e) f’("c)*lO:L + 82 — 9x? —dw — 2
f)f(’v)—-u’l — 8z +6u” — 4w —3

4. a) f'(x) = iw—B)‘— , Dj =Dy = BA{3}
b) J(z) = '(Q_SLL)—) Dj =Dy = RA\{-4}

O ) = Bz,
Dys = Dy *R\{_}
d) J'(z) = ey Dr = Dp =R

252204
e) f'(z) = "5

Dy Df,~R\{ —4,0}
D r (’1)-' U«+1)2’ Dy =Dy :I{‘ 1}

— F1
g) J'(@) = et

Dy =Dy = R\{l 2}
h) f (.’E) ;4 4 6t :13‘;):!— 61—‘747
Dy =Dy —R\{ —2}
0y f(x) = 32, Dy = Dy = BA{0}

5.a)2 b) -2
6.a)y=3z—1 b)y=—2z
c)y=~—%:c-—% dyy=-—3

7. a) Dy = Dy = R\(0},
Fw) =32~ F —20+1
b) Dy = Dy =R, f(E)‘“lll’L’-—Q
c) Df—])f/——R\{O 9,)—‘44—
d) Df——Df’-—-R\{ 1,0, l}
fi(z) = <T+1>~ (. o T R

8. a) nie b) tak, — ,,, %
¢) tak, 1 — /3, 1+ /3

9. A

10. C

11.
12.
13.
14.

16.

17.

D
1

a) m < 2 b)me (—o;—1) v (0;00)

a) ke (2;5) b) ke (20)
c) ke {2} u(5;m0)

. funkeja f: (—1,6), funkcja g: (140) 5
a) f'(z) = ;;,?;:“ b) f(z) = 5075
) 'a) = Bt
d) _//(ﬂ?) = Tsin n::’czos )2

a) 90° w punkcie (1,1)
b) 45° w punkeie (0, 1), okolo 30°
w punkcie {1, 3)

.11. Interpretacja fizyczna

pochodnej

a) 5m/s b)13m/s ¢} 9 m/s

.a)lm/s b)3m/s ¢)7 m/s d) 13 m/s
. a) 3 godziny b) 30 K2, 18 km 18 lon

bY km 2 lem
c) 24 7 12

. a) cialo A: 1, cialo B:5

b) 4 m, 72 m, 6%
c)vx(f)-t‘+6t+4
op(t) =202 + Lt 410 d) (3 s45)

) rosnie w (2;6),

maleje w (—c0;2) i (6;00)

d) maleje w R

e) roénie w (—2;00), maleje W (—o0; —2)
f) roénie w (—00; —6)1(—2;2),

maleje w (—6; —2) i (2;0)

. a) roénie w (—o0; —5) i {—1;c0),

maleje w (—5; —1)

b) rosnie w (—o0;0) i (2;00),
maleje w {0; 1) 1 (1;2)

¢) roénie w <———- 0> <f >,

)1 (05)

maleje w <~

. a) roénie w (0;c0), maleje w (—00; 0y

b) roénie w (~1;1),

maleje w (—o0; —1) i (1;0)

¢) roénie w (3;5) i (57,

maleje w (—c0;3) i (7;00)

d) rognie w (—oo; —1) i (—1;0),
maleje w {0; 1) i (1;00)

e) roénie w (—4;—~2) i (=2; =15
—o; =4 i (~1;2) i (2;00)
f) rosnie w (—00; —3) i (0; ),
maleje w (—3;0)

maleje w {

5. a) s — droga w lan, s(n) = 108 000n. 7. a)m>= % b) me (-3;3)
b) 81000 ki, czyli droge okolo 6,33 razy g, a) k < _% b) k<0
dlugszg niz érednica Ziemi
9. D
6. B
10. A
7. D
8 C m 2 m 1) 36 m yg( M 11. a) roénie w (—‘(73, "*1> i <1,0D),
a)6 ) 520 57 ’ maleje w (—1;0) 1 (0; 1)
9. a)c=2 b) c=1 b) roénie w (—00;0), maleje w (0; o)

11.

a) okolo 8,85 b) 9,8 T, 19,0 m 29,4 =

ER

5.12. Funkcje rosngce i malejace

3. a) tak b) nie <) tak 12.

. a) rosnie w (—oo; — 1) 1 {2:%),

maleje w {—1;2

\/

b) rofnie w (—-JC, —75 i {1;9),
maleje w (—=7;1)

13.

¢) roénie w (—c0;0) 1 (0; 0)
d) rognie w {(—1;0) i {1;00),
maleje w (—o0; —1> 1 (0;1)

Nie, ten pierwiastel nalezy do przedzialu
(1;2).

e V3.4
D= (~- )0 ($i)

rosnie w ¢ 1, ——‘iji

maleje w {~c0; —1) 1 {1;20)
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14. c¢) Wskazéwka. Zauwaz, ze pochodna  13.

funkcji y = tgx — o — ém" jest réwna

Y =tg?x — a7, i skorzystaj 14.

z podpunktu b).

15. V(z) = 3v32%(2 — z), D = (0;2), 15.

V roénie w (O; é), maleje w \/-f;, 2)‘

16.

5.13. Ekstrema funkcji

1. a) wmaksimum f(0) = 0, minimum
f(2)=—4
b) minimum f(2) = 0, maksimum
£(3) = 1, minimum f(4) =0
c¢) minima f(—2) =0, f(0) =4, f(2) =0 1
2. a) f,(:L‘O) # 0
b) pochodna nie zmienia znaku 5

w punkcie xg

4. zo = 0; nie, f nie jest rézniczkowalna 1.

w punkcie wg

5. a) fmax(_‘2> = 13, fmin(‘-)') =-19 2.

b) f111i11(;7) = _93: fmax(_l) =15

C) f]ll‘(\.x(_—s) = 49%7 fmiu(z) = “7%‘ 3.

d) fmax(_l) = 16, fmin(g) = —16

e) fmin(4) = —284 4.

f) fmnx(“?’) = 1637 flnin(s) = —161
6. a) fmin(“‘?) = _.%’ fmux(2) — _:31_

b) fmiu(o) = —5 o

C) Sfimax (4 — \/6—) =5— 2\/6’

ot

fmin (‘1 + \/6> =5+ 2\/6 G.

d) brak ekstreméw lokalnych .
e) .fmax(o) =0
f) f\ua.\:(—?)) = _%7 fmiu(g) — %

7.

a)dlak<0lubk>?2

b)dlak< -3lubk =3

brak ekstreméw lokalnych; rosnie

w (—o0;—2) 1 (—2;2) i (2;%)

a =5, b = 4; maksimum,

nie, fmia(7) =9

a) dla ke (—o0;0) U (%,CL) jedno
minimum lokalne i jedno maksimum
lokalne; dla k € {0; 3 brak ekstreméw
lokalnych

b) dla k < 0 jedno minimum lokalne;
dla k > 0 dwa minima lokalne i jedno

maksimum. lokalne

4

.14. Wartosé najmniejsza

i wartoéé najwieksza funkcji
aym=-—2,M=2 b)ym=0,M=0
c)m=—4, M =2
aym=—-2,M=06 bym=2,M=8
c)m=-8 M=1 d)ym=-2,M=2

aym=0,M=7 b)ym=-20, M =2
c)m=—25 M="7T
a) m=—72 M=28

bym=2 M=11 c)m=13%, M =1
A m=—% M=0
. a) f(D) =420 b) f(D)={-11;32)
o) J(D)=(3:3) &) F(D) =210
p="T
. ¢ nie jest funkejg ciagls, f unie jest
okreslona na przedziale domknigtym

8. A
8. a) m = 8; tak, minimum 9. C
b) m = —%; tak, maksimum 10. C
9. C 11. a =11
10. C 12. m=—2, M =2
11. A 13. a) m =0, M =50

12. fmin(_'?’) = fmin(*‘l) = fmin(l) =

= fmin(3) = 01 fmax(”‘?d) = fmax(z) = l: 14.

,fmax(o) =3 15
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b)m=-%3 M=6
a)z b)o

. a) f(D)={-41) b) f[(D)={-5;3

[Nk
S~

16. D =(~2;2), pe{0; 4

5.15. Zagadnienia
optymalizacyjne
1. a) P(z) = 25(60 — z), D = (0; 60)
b) Pmax(30) = 1800 (m?)
2. 3,54+4,6+4
3. (2v2-1)m
4. 6cm x 6 cm x 6 cm
. a) V(z) = 72%(30 — z),
D = (0 cm; 30 cm)
b) 2 =20 cm
.a)d-4+4 b)d+4
r =26, h =23

. 2dmx2dmx1dm

ot

© N o

. 47 mm
10. A

il.
i2.
13.

w]

RIS
o tx}% -~
A W

15. 285

A2
—4;0) b)a=0

—_ e

2. a)ae

c)a=-5luba=0

5.¢) \| : ! Ly

2 X

6. a) zero dla m € (—8;0), jedno dla
m e {—8,0}, dwa dla
m e (—o0; —8) U (0;00)
b) zero dla m € (0; 1), jedno dla m = 0,
dwa dla m € (—o0;0) U (1; w0)
c) 0 dlame (—ow;0)u (1—72;00), jedno
12

dla m = 372, dwa dla m e ( ; —)

7. D
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8.
9.
10.

11.

12. zero dlam € (—

13. a) D=

B
D

R

0;0), dwa dla

m e (20; ), trzy dla m € {0,20}, cztery
dla m € (7;20), pig¢ dla m =7, szes¢ dla
m e (0;7)

(0;4v/3) b) f(D) = (0;128m)
¢) tak

Zestawy powtdrzeniowe

1.a)16 b) 15 ¢y d) -1 e) —3

!
=

f) 25 g) —0 h) oo i) —0 )
K)o 1o

2. Wszystkie asymptoty obustronne.

a)y=2,c=9 b)y=12=-2
y=1l,a=-5z=1

3.a)2,3 b)l
4. a) f'(x) =20 +4 b) f(z)= 3a”

) f'(w) = L — a’

d) f/(v) = Ba? — 627 — 8

e) f{a) = 152" + ’L‘)73 + 22 -1
f) f(x)="75 34120 —12
g) [

D) @) =

(1-‘—3L+l)
5. a)y=—3x b)y=x-+2 y=32r—%

6. a) D = R, rosnaca w (—o0; 251 (3; %),
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10.

malejaca w (2; 3); fmax(2) = —13,
fmin(3) = —14

b) D = R; rosnaca W (%67,
malejaca w (—o0; £) 1 (6;00);

Frunse(6) = 14, funin (8) = =37

¢) D = R, rosngca w {(—2;0p,
malejgea w (—o0; =2 1 {0;90);
Fra(0) = &, fauin(~2) = —2

d) D = R\{—2,0}; rosnaca w (—1;0)

i (0;00), malejaca w (—00;—2) 1 (—2; -1

fmiu(‘fl) =4

.aym=—20, M =7

b) m-——-~'7l M =28
c)m= -—;, M=0
d) m = —3', M = ‘:1'

.a) & b)2 o) 3 d) & el fHoo
.a) im f(z)=1;
o

Hm f(m) = —
b) Iin; flz) = m hm flx) =
c) ‘Ei—;]-f(:"lf) = 0; hm f () =0

B T —C0
Wszystkie asymptoty pionowe
obustronne.
a) D=R\{-5hy=—1w -0, y= 1w
o0, = —b
b) D=R\{~1,2}y=-3w— y=3
wo,v=—12=2
) D=R\{~11}y=1wxw, x=—1
o=

11. a) (L~—“; I =3
524 e 4.2
12. a) me R b) mz—4 c)ym
18. te (—1;3)
14. a= -2
15. 6v5
16. 2 dm x 2 dm x 3 dm
17. me (—oo;—1>u <l‘c/:))
i8. a) 0 b) —37% cyewe d)0 e)w oo
19. %
20. @ € {—1,%,2}
21. a = — ‘f b a = L2

23. a) rosngca W ( co, —3) i (—3;0),
malejaca w (3; c0)

b) rosngca ¥ (—0; —2) i <0;2), malejaca

w (=2;0)1(2,00)

¢) rosngca w (—8; —4), (

malejgca w (—oo; —8), (0;4)
24. me {1,2,3,10}
25, jedno dla k>0,

k<0

i(4;8)

6.1. Diugosé okregu i pole kola

i.2a)m b) 5 ¢) 86m

2. a) 47 b) 2w ¢) 1127 d) 2,27
3. 1,57, 4,57, 67

4. promieil: 9, pole: 187

5. '1;71'

6. o= 120"

~1

. promiefi: 1 cm, dl. tuku: 4 cm Iub

promiert: 2 ¢, di. luku: 2 cm

8. a) i, X7 b) §r —4v/3
9. C
i0. C
11. A
s iRttt
12. —’——Jﬁ—— lub i

13. 2) 4V3+ 5 b) ¥
14, a)r =% p) =

c) 4w +8

15. ) 2020 ) ol
16. %

6.2. Katy w okregu

1. a) a = 60°, B = 120°, v = 60°
b) o = 55°, f = 35°, v = 95°
e) o= 80°, #=160", v = 100°

2. a) 17% b) 61%

3. xA =060°, £B = 100",
yD = 120°

¥ =807,

_4) 0> i <8) CO),

dwa dla k = 0, trzy dla

. a) a=20° B8=40° v=20°

b) o = 30°, B = 60°, v = 80°
c) a=>50% 8 =40°, v= 30°
5. 8,4

6. (12,57 — 20) em?

€]

10.
11.
12.

13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

. a) ¥xA =055%%B =

55°, x(C' = 70°
40°, xC = 115°
96°, xC = 56°

b) xA =25° xB =
c) xA=28° ¥B =

. ¥ A = 40°, B = 40°, xC = 100°

a) r =06, P=24V2
b) r =5, P =32
c)r="7,P=12v10
3+/2 cm, 4+/2 cm
5,8

A =80°, xB = T75°, ¥C = 117°30,

¥D = 140°, ¥ E = 127°30

a) pieciokat: 540°, szesciokat: 720°
b) pieciokat: 36°, szesciokat: 30°
12 bokéw, 150° '

a) 75% b) okolo 85,4%

a) 24, b) £

B
D
D
B
D

- 6.3. Okrag opisany na tréjkacie

1. a)4dcm b)bem c) 342 -3

2. 2) 7 b)48
2. a)5cm b) 4% em
4. a) |AB| =12
b) Papc = 12v/3. Papp = 363
5. ) g D)z = o
6. A
7. A
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Bar Gdtgotgf .
. a) & b) -2—-{31 7. —tg%fé% 6.7. Okrag wpisany w czworokat 3. 20cos40°sin 20° ~ 5,2
Lol 8. a) |AD} = 83, |BC| = 2v/7 b) 81:16 L a2 by L 4. y=105° a=4v2, b=8, c=4(1+/3)
10. P = 48sin® acosa 9. 12 cm, 18 cm ‘ . ggm 5. a) ¢ =43, f=90°, v = 60°
- ., 2. a) 392 b) 2%~ b) ¢~ 7,7, a & 48°, v = 72°
12. a) S =(2,0), R=10 10. 263 cm
_ 10373 3. 362 ¢) a~ 138, a~T7° § ~ 58°
b) §=(5.3), BR="% 11. D d) b~ 3,6, 0 ~ 25°, B ~ 15°
c) S=(1,-1), R=2V5 i 4. a) 32 cm b) 12 cm ) b~ 8,6, 0257, B~ 15
d) 5= (~2,4), R=3V5 12. © 5 35 7.a) c~ 8, B 610, v~ 89° lub e~ 4,1,
- 13. A ) B~ 119°, v »~ 31°
6.4. Okrag wpisany w trojkat 14. |BD| = 24 cm, sin *DAB = !“2_8 6. 39 cm b) a~9,9,a~72° v~ 73° lub a ~ 6,4,
. 7. a) 54 b) LT  ~ 38°, v ~ 107°
1. a) 8_—2@ em b) 4(v/3—1) om 16. 51+ 52+ 2515 a) )% @ 4 "
) (3v/5 - 5) A = 8. 2,5 cm 8. a) 10sin25° ~ 4,2, 10sin35° =~ 5,7,
c cim 18. 843 5/3, 120°
9. 49,5 — 97 o
2. 87 (2 — \/ﬁ) 20. Wskazéwka. Wykorzystaj kilkakrotnie ’ ) b) R?sin 50° sin 100° ~ 0,75R?
3. 24 podobieistwo tréjkatéw w tej samej skali. 10. a) 2 cm, 6 cm, 8 cm, 4 cm b) 30 em 9. 52 cm
4. a) 2Vf1;)642 b) % 21. 4,8 em, 3,2 cm il. B 10. okolo 11,4 m
5. podstawa: 12 + 6+/3, ramie: 6 + 4+/3 . . ‘ 12. C 11. |AC| = 9848 m, | BC| = 939,7 m
Ve 6.6. Okrag opisany na czworokacie 13. B 12. A
AVE 3. . A
6. a) ¥ b)2vE—2 Cseg .
) \ﬁ' L 14. » = 6,5 cm, P = 28 cm” 13. A
7. a) T b) 2. 167 15 22 (2 4+ =1) 14. C
- © e sin o sin &
8. 12+ 8\/— . 3. a) 15 cm Db) (9% + 4/2) cm 16. P =512 R 5YAI, 15. 7 ~ 6,1 cm, P~ 17,5 cm®
2+/T1 . , R £
9. a) (2v/3—-2) cm b) ¥ em 4. 55 cm - . ! 16. |AB| =6 — /2, |BC| = 2f
0. B 17. wysokodé: 6 cm, |CD| = \/B_'_\/- |AD| =2 —2423
: 5. 97 cm przekatne: 24/10 cm, 6+/10 cm N T -
1. D 6. a=06v3, R=6 « 18, 17. tg xDAB = £
12. A 7. R= \/5 T = 3v5 : 19 ‘;) 18. 2'\/—3;61;.1& +1 lub sin oc-:j_’li%cosa
° D 20. P = Lr’(sina + sin B + sin(a + B))
13. B 3
o 8. 2m (2 - \/5) 20. Wskazdéwka. Poprowads promien OG
16. 4 cm lub (2 + 2+/5) cm 11. C do boku BC trapezu i zauwasz, ze 6.9. Twierdzenie cosinuséw
17. 7—4+/3 lub 7+ 443 EB|-|FC| = |BG|-1GC|.
12. B ‘“i [FC| =BG ‘ 1.a)c=7 b)e=+13 c) c=3V19
21. £=2+ab T
6.5. Czworokaty wypukile 13. B ? d) e=2V13
2/ 3 ' o
. 14. a) przekatne: 7,+/3r; P = 3 3 b) -‘é;— X L i 2. a) « = 60°, g =90°, v = 30°
1. a) h = 8+/3 cm, P = 128+/3 cm® 15. /6 + 2. ololo T7° 6.8. Twierdzenie sinusow b) o = 30°, 4 = 45°, v = 105°
. 5. +/6 + 2, okolo 77 ) P )
b) h =3 cm, P = 6+/3 cm® 7 1.a)a= ~ 3,6, b= 220 ~29 c) am39°, B~ 49°, v = 92°
Wi ; ‘50 750~ £ o
2. 18 cm?® 16. V13 =75 o" s d) o~ 49°, B ~ 22°, 4 ~ 109
3. a) 5 cm, 317 cin b) 24+ /3 cm? 17. a) (4\/§ - 2\/5) cn‘1 /= b) a = 12+/3, b = 12, v = 30° 3. a)c=+6+ 342, B = 45°, v = 105° lub
. b) 1 cm, 3 cm, (\/3 + 2v2) cm, . c) b= 9 sin 100° ~ 25.9, c=3/2— V6, = 135°, 7 = 15°
4. 60°, 20 cm (ﬁ+ 2\/2—) em o 9\/%111 20° 25, o = 20° by ¢ = 53, 370, B A
4/3 163 2 C = Tama0e 22, -
5. a) ;i‘/‘_CHL ; C;“ 18. Wskazdéwka. Rozwaz trapez o bokach ’ d) a= %‘L ~ 73,8, ¢= 15;/55 81,1, 4. cosa = ——, a: 6+/6 lub cos o = %,
b) 2 55‘_1]’ 32 cm dlugoéci: r,r, 7, 2. B =5° a: 24/13
3(14+v3 5 = =
6. a) ( 3 )d b) ‘lﬁ_‘_;ﬁ?*—ld 19. V2, rv2 2. obwdd: okolo 31,1, pole: okolo 41,6 5. 127‘/‘_, 247"/7, 12
306 Odpowiedzi do zadan, s. 226-234 Odpowiedzi do zadan, s. 235-240 307




6. a)2v7 by R=330 r= 2/
7. a) 3(5+15) b) 15
8. cosq = %, X = 3\/6
9. R=+/3, |AB| = |AD| = V3,
|CD|=1++/6
10. cos xDAB = —%,|BD| = /88
11. 5,213
12. C .
13. B
14. C

15. /13 +6v/3
16. —4y/3, 22
17. 2%, 42
18. a) 2 b)
19. 5\6/6 .

-
20. &, 8
21. a) tak b) nie

Zestawy powtérzeniowe

1. XAPC = 160°
9. xBAD =110°, ¥BCD = 70°,
xADC = 45°

3. 15°,85°,165°, 95°
4. ¥B = 105°, £P = 35°, ¥C = 40°
5. 94 +16+/3 — &7
6. xA=30°, xB =45°, xC =105%

R=3V2

7. 15\/'—1?) cm?

8. 91f

9. 5% hlb ﬁ
11. pole ““‘/— , wysolko$é: V2
12. 48 cm?
13. a) 5cm, 2 cm, 5 cm b) 2 cm
14. 22 cm”
15. 36
16. a) 48 cm? b)4em, 72 em?
17. pole: 32, promien: b
18. ¥ A =70 ¥B = = 1007, «C = 110°,

¥D = 800, kat nu@dzy przekatnymi: 90°

19. 8 cm
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20.
21.
22.
23. 7
24.

31.

32.
33.
34.

35.
40.
43.
44. 2
45.
46.
48.
49.

5. promien: —“—fg, pole: 2£2a
26.
27.
28.
29.
30.

promien: &, pole: 333 7
15+ 3v/5
a) Zp b)3cm

=+/3cm, R= 3—“/;21 cm

przekatna: RvV?2,

podstawy: 3 L{(V6+V V2)R ,3(V6 - V2)R
ramig: R

3v/3 2

16

pole: 32+/3, przekatna: 1\/%3—()
|AD| = |CD| = /B, promiefi: v/2
421 em

3
44/30

sin X ABC = &, |AB| =75, |AC| = 3.5
Wskazdwka.

a) Korzystajac z wlasnoscl tréjkata
OBD, gdzie punkt O jest Srodkiem
okregu, oblicz sinus i cosinus polowy lkata
B, a nastepnie wykorzystaj wzor na sinus

podwojonego kata.
9 (3 +2v/2)

Wsklazéwka. Niech D bedzie punktem
nalezacym do boku BC tréjkata
prostokatnego ABC takim, ze odcinek
AD zawiera sie w dwusiccznej kata A
Poprowad? odcinek D& prostopadly do
przeciwprostok@tnej AB i zauwaz, ze
trojkaty ACD i ADE sg przystajace, a
tréjkaty ABC i1 DEB s podobne.

gin X ACB = 0,06

cos xCAP = 2~‘7/——7-, cos 3 PAB = “"E/:
xA =45°, £B =75, xC = 60°,
P=3++3

4

4,5,6

1333
a

2:11lub1:2
1—+/2

I\F

iy

b)r=a \, e

2 sin ey

bolk: Fsin H Asin y?
2 sin o sin A siny

1Y
(Hm osin B-4sin 'y)~

+ »F

sin o
P

pole:




